FI-193 — Lista 1

Solugoes

Questao 1 — Estados coerentes bosonicos

Um tnico modo «, com [a,al] =1, a|n) = /n |n—1), a'|n) = vVn+1 [n+1). Seguimos a
convencao do enunciado: os estados coerentes |¢) = Y . ¢(n)|n) sdo nao normalizados, com

#(0) = 1.

a) Coeficientes da expansao

Impondo al¢) = ¢|6):

alo) =3 dm)Valn—1) =3 ¢+ 1)V +1ln) =Y ¢on)n).

n>1 n>0 n>0

Igualando os coeficientes de |n) (base ortonormal), obtemos a recorréncia

¢ P" P"
o(n+1) = o(n) = o(n)=—=0¢0) =—,
(n+1) = L () () = T 60 = =
com a escolha ¢(0) = 1. Note que a recorréncia tem solugdo para qualquer ¢ € C: todo
complexo é autovalor de a. (Para a' a recorréncia andloga correria “para baixo” e forcaria todos
os coeficientes a zero — por isso a' nio tem autovetores.) O

b) |¢) = e |0)
Como (a)" [0) = Vnl |n),

o0 = 30 S @) = 30 Vil ) =30 =) O

c) Produto escalar

Pela ortonormalidade dos |n),

(olo/) = 30 Ty = 5~ O _ .
n,m s n=0

Em particular (¢|¢) = elel’ (daf o fator e=®"? nas férmulas seguintes).



d) Relagao de completeza
Escreva ¢ = re', d(Re ¢) d(Im ¢) = r dr df. Entao

2T
/d<Re¢>7Td(Im¢) e~ |¢><¢’ ’TL m‘ / / d(9 —7‘2 yntm ei(n—m)G‘

A integral angular déa 27 é,,,,,; sobra

Z | / 2n+1 —r2 Z | n—+ 1) _ Z |n><n| _ ]1’

2
onde usamos 2 [~ r*" e dr = [ s"e " *ds = n! (com s = r?). O

e) Trago

Inserindo o resultado de (d) dentro do trago (ou calculando diretamente):

/d(Regﬁ)ﬂd(Imcb) 5 (51410 = T <n’A’m>/d(Re¢) A(Imo) ey (67)"0"

s n!m)!

= (n|Ajm) Spm = _ (n|A|n) = Tr A4,

n
onde a integral é a mesma do item (d) (vale 0y, ap6s dividir por vnlm!). O

f) Operadores em ordem normal

Basta considerar um mondmio em ordem normal, (a")™a™; o caso geral segue por linearidade.

Como a|¢) = ¢|¢) e, tomando o adjunto, (¢p|al = ¢* (p|:
(dl(ah)™a"|g) = (6)"¢" (8]9) = (6")"¢" 7.

Logo, para A(a',a) em ordem normal, (¢|A(al,a)|¢) = A(¢*, ¢)e?"?. O



Questao 2 — Diagonalizacao por deslocamento
H=Eya'a+ F(a' +a),com S =iXa—a), \€R, e H = e He'.

a) H' via Baker—Hausdorff

Aqui iS = —\(a — a') = Ma' — a), de modo que € = eMa'=a) ¢ o operador de deslocamento.
Com B = iS na férmula (1):

[a,B]:)\[a,aT—a} =\, [aT,B} :/\{aT,aT—a] =),
e todos os comutadores seguintes se anulam (sdo comutadores com um c-ntimero). A série trunca:
e ae® =a+ )\, e ale® =af + A
Como a transformagio ¢ um homomorfismo (e ¥ XY™ = (e7%% X ) (e ™Y '),
H' =Ey(a"+N(a+ ) + F(a' +a+2))

= Eya'a+ (Eg)\ + F)(a' + a) + EgA\? + 2F ).

b) Escolha de A

O termo linear desaparece para

F F?

A= —— — H' = Eyala — —
E() oa'a EO,

que é diagonal na base de niimero, com espectro E,, = nEy — F?/E.

c) O estado fundamental de H é coerente
Se H' |¢!) = E, |#,), entdo, como H = " H'e™™
H (% ]¢),)) = e H'|¢,) = En (e ]6},)),

isto é, |¢,) = € |¢)) é autoestado de H com o mesmo autovalor. O
O estado fundamental de H' é o vacuo |0); logo o de H é

|6o) = €5 |0) = A=) |0y,

Com A = \af, B = —\a, temos C = [A, B] = A\? (c-ntimero, comuta com tudo), e a identidade
dada fornece

Mal=a) _ Aal o=da o =A2 |po) = eV /2 hal o—ha 0) = e~ N/2 ha |0) .

=[0)

Pela Questao 1(b), era’ |0) é exatamente o estado coerente de autovalor A:

F
a [¢o) = A |po) , /\I—E]-

O estado fundamental é o estado coerente “deslocado” que minimiza a energia classica Eo\gb]Q +
2F Re ¢. O



Questao 3 — Bogoliubov de um modo e coerente de pares

H=Eyd'a+ E (aTaJf + aa), [a, aq =1

Diagonalizagao
Introduza a transformacao de Bogoliubov de um modo,
a=uc+uvcl, af =uc +ve, u = coshf, v =sinh@ (u? — v? = 1),

que preserva [c, CT] = 1. Substituindo:
a'a = (uc! +ve)(ue +ve) = (u? 4+ v?) e +uv (clel + ce) + v,
ala’ +aa = (W? +0?) (' + ce) + duv cle + 2uw.
Logo
H= [Eo(u2 +0?) + 4F uv] cle+ [Eouv + Ey (u® + 1)2)] (cTel + cc) + Egv? 4+ 2B uw.

O termo andmalo é eliminado impondo

2F
Eouv+ Ey (u*> +v?) =0 <= tanh26 = —E—l,
0

(usando u? +v? = cosh 26, 2uv = sinh 20), possivel se |2E;| < Ey. Com essa escolha, e definindo

2F

E
w=/E} — 4F3, cosh20 = =2 sinh2§ = — =%
w w

o coeficiente de cfc fica Epcosh 20 + 2E; sinh 20 = (E2 — 4E?)/w = w, e o termo constante fica

E h20 —1 —FE
Eov2 + 2Fjuv = 0((3082 ) + F1sinh 20 = d 5 0
Portanto
—FE
H=wdle+ =52 w= B} —4E}

Estado fundamental como coerente de pares
O estado fundamental |Q) é o vacuo de ¢: ¢|Q2) =0, com ¢ = ua —va' (transformacio inversa).

Proponha Q) « e®@'a" |0). Usando

|:a7 eaaTaT} — 92 a’[eaaTaT (pOiS [CL, (CLT)2k} — 9%k (aT)Qkfl)’

temos a e®a'@' |0) =2« ateaa’al |0), e portanto

- tanh 0
cevalal 0) = (uva —wval) eoatal |0) = (20u —v) atea’a’ 0) =0 <= a= 2i = ar; .
u

Logo

|©2) eoa'al |0}, o= 1tanhd

— uma superposicao de estados com 0, 2,4, ... bdsons: o andlogo, para pares, do estado coerente
da Questéao 1 (autovetor do operador que aniquila quasiparticulas, construido exponenciando o
criador de pares). O



Questao 4 — Transformacao de Bogoliubov fermionica

Férmions: {a, aT} = { b, bT} = 1, todas as demais anticomutacgoes nulas.

(i) Preservagao da algebra

Com c=ua+vbl ed = —va+ub (u,v€R):

{c, CT} = u2{a,aT} + v2{bT,b} = u? 4+ 02,
{d, dT} = UQ{CLT,CL} + u2{b, bT} = u? + 02,
{c, dT} = {ua + bl —va + ubT} = —uv{a,a} —i—uv{bT,bT} + uz{a, bT} — vz{bT,a} =0,

{c,d} = {ua + vbt, —val + ub} = —uv +uv = 0.

Todas as regras candnicas sdo preservadas se, e somente se, u? + v2 = 1; parametrize u = cos 6,
v = sinf. O

(ii) Inversa e diagonalizagao

A inversa (rotagdo por —0) é
a:uc—vdT, b =ve+ud.

Substituindo em H = e(a’a + b'b) + A(a’d' + ba) e ordenando com as anticomutagoes (dd' =
1 —dld, cct =1 —cle, de = —cd etc.):
ala = (uc’ — vd)(uc — vd") = v?cle +v? dd" — wv ('d" + de)
=ulcfe —v?dTd + v — w (cTd" + de),
b'h = (ve+ ud) (ve" + ud) = v? ec’ + uld'd + uv (ed + d'ch)
= —v?cle+uld'd + v — wv (cd' + de),
a’b’ = (uc’ — vd)(ve + ud") = wv (c'e — dd") + u?cTdt — vde
=wv (cle+dd—1)+u?dd — v?de,
ba = (a'b") = wv (e + difd — 1) + ude — v2d.

Somando tudo (com cd = —dc e dicl = —cldl, os termos cruzados de a'a e b'b se somam e
combinam com os de A):

H = [e(u® —v?) + 2Auv] (ce+d'd) + [A(u® — v?) — 2eun] (c'd" + de) + 2ev? — 2Auw.

O termo andémalo se anula para

A
tan20 = — (u? — v* = cos 26, 2uv = sin 26),
€

e, com E = e+ A? (cos20 =¢/E, sin20 = A/E),

H:E(cTc—i-de)—i-e—E, E = e+ A2

usando 2ev? — 2Auv = €(1 — cos20) — Asin20 = ¢ — E. O



(iii) Notagao de Nambu—Gorkov

@u=("

unitaria (de fato, uma rotagao, det U = 1). A inversa ® = U reproduz as férmulas do item

(ii). O
(b) Com &' = (a b) e h = er3 + Amy:

Z) satisfaz UUT = (u? 4+ v?)1 = 1; como U é real, UT = Ul ¢ U™ = UT:

OThd = e(aTa — bbT) + A(aTbT + ba) = e(aTa + bTb) —e+ A(aTbT + ba),

usando bbf =1 — b'b. Logo H = ®Th & + . O
(c) H = U1 (UhRUN ¥ +e. A rotagio diagonaliza h: como h = er3 + A7y tem autovalores
+E,
UhU = E7 para tan26 = Ale,

(rotagao de angulo 26 no plano (11, 73) do espago de Nambu-Gorkov). Entao
H=EFE(c'c—dd') +e=E(c'c+d'd) +¢— E,

exatamente a forma diagonal do item (ii): a transformacdo de Bogoliubov fermionica é uma
rotagéo no espaco de Nambu—Gorkov. ]



Questao 5 — Transformagao de Bogoliubov bosonica

Bosons: [a, aT] = [b, bT] = 1, demais comutadores nulos.

(i) Preservagio da 4lgebra

Com c=wua+vbl ed =va+ubdl (isto é, d =val +ub)
.| = w?[a,al] + 02 [t 0] = u? = o2,
[¢J}:vﬂﬂ¢4+uﬂhw}:u2—#,
m@:mpﬂbwﬂmﬂzw—mza
[QJ}:Pw+vNﬂm+uN}:0 whmmmmﬂmdwwﬁqwmﬁyuj.

As regras canodnicas sio preservadas se, e somente se, u2 — v> = 1; parametrize v = cosh#,

v =sinh 6. A troca de sinal em relacdo ao caso fermiénico vem da troca de anticomutadores por
comutadores: o grupo deixa de ser compacto (SO(2) — “rotacao hiperbdlica” SU(1,1)). O

(ii) Inversa e diagonalizagao
A inversa (rotagao hiperbdlica por —0) é
a=uc—uvdl, b = —ve4ud.

Substituindo em H = e(afa + b'b) + A(a'd' + ba), com ordenamento bosénico (b'b = bbf — 1
etc.):

ata = u?cle+v?d'd +v? —uv (cTdl + de),
b'b = v?cle +u?did + v — wo (cTdT + de),
a’b’ +ba = —2uv (e + dfd + 1) + (u® + v ('d + de).

Portanto
H = [e(u? +v?) — 2Auwv](cfe + dTd) + [A(u? + v?) — 2euv](cld + de) + 2ev® — 2Auw.

O termo andmalo se anula para

A
tanh 20 = — (u? + v* = cosh 26, 2uv = sinh 26),
€

o que exige |A| <e. Com E =+v/e? — A? (cosh20 = ¢/E, sinh20 = A/E):

€2 — A2

ecosh 20 — Asinh 20 = E, 2ev® — 2Auv = €(cosh20 — 1) — Asinh 20 = E — e,

e a forma diagonal é

H=E(clc+dld)+E—¢, E=+e—-A?




(iii) O que acontece se A > ¢

A diagonalizagao exige [tanh 20| = |A|/e < 1. Quando A — €7, a frequéncia das quasiparticulas
E =+ve2 — A% — 0 (modo gapless) e os parAmetros u,v — oo: a transformacao de Bogoliubov
deixa de existir.

Para A > €, F seria imaginario — ndo héa forma diagonal com operadores bosbénicos de
frequéncia real. Fisicamente, o Hamiltoniano deixa de ser limitado inferiormente ou de definir
oscilagbes estdveis: escrevendo H em termos de quadraturas, o termo A(afbl 4 ba) “ganha” do
termo e(a’a + b'b) e uma diregao no espago de fase adquire curvatura negativa (modo instével,
crescimento exponencial em vez de oscilacio — instabilidade dindmica). O ponto A = € marca
o limiar dessa instabilidade, andlogo ao critério de estabilidade de Landau em superfluidos: a
criacdo espontdnea de pares afbl passa a custar energia zero (ou negativa), e o “vacuo” de
quasiparticulas colapsa. ]



