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1. Mostre que, para o gás uniforme de elétrons,
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2. Problema 1.6 do Fetter & Walecka.

3. Bósons na aproximação de Bogolyubov. Use algum programa de cálculo numérico (como Mathematica, MatLab ou
outros) ou faça um programa para calcular a dependência com a temperatura das quantidades físicas do gás diluído
de bósons sem spin com interação de curto alcance na aproximação de Bogolyubov. Antes de começar, note que
o problema físico é definido por dois parâmetros característicos do sistema de interesse: a massa do átomo m e o
comprimento de espalhamento a. Além disso, podemos controlar externamente a densidade n = N/V e temperatura
T . Podemos também definir uma escala de energia característica (onde recuperamos o ℏ)
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O parâmetro de interação entre os átomos λ definido em sala é
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É conveniente trabalhar com quantidades adimensionais, como o “parâmetro do gás”

g = na3,

tal que

λ = 2πgEr,

e a temperatura reduzida
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“Prepare” seus cálculos usando essas quantidades adimensionais. Lembre-se de que
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(a) Calcule energia interna por partícula, em unidades de λ, como função da temperatura
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(b) Calcule a fração do condensado como função da temperatura
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Faça os cálculos usando os parâmetros do 87Rb (m = 87mp e a ≈ 84a0) e do 7Li (m = 7mp e a ≈ 33a0), onde mp é
a massa do próton e a0 = 0.53 Å é o raio de Bohr. Esses átomos têm spin total não nulo, mas trate-os como sendo
de spin zero. Considere uma densidade típica de sistemas de átomos ultra-frios de n = 1012 cm−3. A temperatura
crítica de condensação de Bose-Einstein é aquela onde N (Tc) = 0. Estime-a para os dois sistemas acima.

4. O modelo de Hubbard de dois sítios. Considere o modelo de Hubbard para dois sítios 1 e 2. Vamos focar no caso
em que há ao todo apenas dois elétrons no sistema
(a) Quantos estados existem ao todo nesse setor de dois elétrons?
(b) Mostre que o Hamiltoniano HHub comuta com o spin total dos elétrons

S = S1 + S2 =
∑
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onde σαβ é o vetor das matrizes de Pauli. Segue que HHub, S2 e Sz formam um conjunto de operadores que comutam
entre si e podemos trabalhar na base de seus auto-vetores comuns. Escreva os estados da parte de spin (normalizados)
S = 0 e MS = 0 (singleto) e S = 1 e MS = −1, 0, ou + 1 (tripleto), onde S (S + 1) são os autovalores de S2 e MS os
de Sz. Use a notação |σ1, σ2⟩ para denotar o spin do elétron i (i = 1, 2) como tendo projeção Siz = 1

2σi, onde σi = +
ou −. Determine se cada função de onda é simétrica ou anti-simétrica sob permutação dos spins.
(c) A função de onda total deve ser anti-simétrica sob a permutação simultânea de variáveis de spins e de coordenadas
espaciais. Escreva os kets das partes espaciais que correspondem a cada parte de spin determinada no item (a). Use
a notação |i, j⟩ , (i, j = 1, 2) para a parte espacial, correspondendo a um elétron no sítio i e um elétron no sítio j. O
número total de estados assim construídos corresponde ao número do item (a)?
(d) Encontre as matrizes correspondentes a HHub nos sub-espaços de singleto e de tripleto e ache os auto-valores e
auto-vetrores de cada uma dessas matrizes.
(e) Ordene em ordem crescente os auto-valores dos itens (e). Qual são os spins totais do estado fundamental e do
primeiro estado excitado?
(f) Mostre que no limite relevante para isolantes de Mott U ≫ t, os dois estados de mais baixa energia apresentam
pequena probabilidade de se encontrar dupla ocupação de cada um dos sítios. Em outras palavras, os elétrons estão
fortemente confinados a cada sítio, caracterizando um isolante.
(g) Encontre a diferença ∆E ≡ J entre os estados de mais baixa energia no limite U ≫ t, relevante para isolantes de
Mott. Mostre que o sub-espaço desses dois estados de energia mais baixos pode ser descrito pelo Hamiltoniano efetivo
de Heisenberg

HHeis = JS1 · S2 + const.,

e que o valor de J é positivo e corresponde ao valor derivado em sala.

5. Exchange Direto. Considere o seguinte termo entre sítios i e j diferentes que foi desprezado no modelo de Hubbard

HDE =
∑

ij;σ1σ2

< ij|V̂ |ji > a†iσ1
a†jσ2

aiσ2
ajσ1

,

onde

< ij|V̂ |ji >=

∫
d3r1d

3r2φ
∗
i (r1)φj(r1)

e2

|r1 − r2|
φ∗
j (r2)φi(r2) ≡ JDE

ij



3

é a integral coulombiana de “exchange” entre os orbitais φi(r) e φj(r).
(a) Note que a integral pode ser escrita como a auto-interação de uma distribuição de carga complexa
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Fazendo transformadas de Fourier na expressão da Eq. (1) e usando∫
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mostre que JDE
ij é real e positivo.

(b) Restringindo-se ao sub-espaço de ocupação simples (
∑

σ a
†
iσaiσ = 1), prove que esse termo dá origem a um

Hamiltoniano de Heisenberg ferromagnético (FM).

6. Representação de Jordan-Wigner. Em D = 1, considere os seguintes operadores (S = 1/2)
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(a) Mostre que eles satisfazem todas as regras de anti-comutação de operadores de férmions. Note como as exponenciais
“mudam a estatística” dos operadores de spin para sítios diferentes. Mostre que

d†l dl =
1

2
+ Slz.

Portanto, podemos representar spins 1/2 em D = 1, através de operadores de férmions, sendo que | ↑>−→ |nd = 1 >
e | ↓>−→ |nd = 0 >. Essa é a representação de Jordan-Wigner.
(b) Considere agora o modelo XY em D = 1

HXY =
∑
i

(
JxSixS(i+1)x + JySiyS(i+1)y

)
.

Escreva-o em termos dos férmions de Jordan-Wigner e ache o espectro do problema (utilize a transformação de
Bogoliubov fermiônica de problemas anteriores. Pode ser necessário fazer uma transformação de gauge

dk → eiϕkdk, d†k → e−iϕkd†k,

antes de aplicar a transformação de Bogoliubov. Comente sobre os casos particulares (i) Jx = Jy (modelo XX) e
(ii) Jy = 0 (modelo de Ising). Escreva também o Hamiltoniano de Heisenberg e mostre que ele é equivalente a um
problema de férmions interagentes e sem spin.


