FI-193 — Lista 2

Solugoes

Questao 01 — Emnergia de troca do gas uniforme de elétrons

Mostre que, para o gds uniforme de elétrons,

Preparacao: o valor esperado de V no mar de Fermi

O modelo de jellium consiste em N elétrons num volume V sobre um fundo uniforme de carga
positiva que neutraliza o sistema. A interacdo, em segunda quantizacio,
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onde o termo q = 0 (interagao direta média) foi removido por cancelar-se exatamente com a
atracao elétron—fundo e a repulsdo fundo—fundo.
O estado ndo perturbado |F) é o mar de Fermi: todos os estados k com k < kr ocupados

com ambos os spins, nx, = 0(kp — k). Calculamos <V>0 = (F|V|F) com o teorema de Wick

(aqui, simples contagem de contragoes). O valor esperado
(Flk 00— q.00 0" ko | F)

s6 é nao nulo se os operadores de criacdo repovoarem exatamente os estados esvaziados pelos
de aniquila¢do. Como q # 0, o emparelhamento direto (k + q = k) é impossivel; resta apenas o
emparelhamento de troca,

k+q=¥K, o=7o,

que, pela anticomutagdo dos operadores fermionicos, vem com sinal negativo:
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Portanto
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onde na ultima igualdade trocamos q — k' = k + q. A soma sobre o d4 um fator 2 e, no limite
termodindmico, >, — V [d3k /(27)3:
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A integral interna

Fixado k, calculemos
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com u = cosf. A integral angular é elementar,
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de modo que
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Com a primitiva conhecida
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que é a conhecida func¢ao de Lindhard estdtica (a menos de normalizagdo).

A integral externa

Substituindo,
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Falta a integral adimensional. O primeiro pedago é imediato,
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Para o segundo, o caminho mais limpo é expandir o logaritmo em série de Taylor, valida para
0<z<1:
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onde usamos 5. - — Por fracoes parciais,
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uma soma telescédpica cujo valor é o primeiro termo:
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Montagem do resultado

Reunindo tudo,
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Como N = Vk3. /3% (dois spins),
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Resta expressar em Rydberg e rs. O raio de Wigner—Seitz rs é definido por
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e finalmente
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Ryd.

Este é o termo de troca (exchange) da expansao perturbativa de alta densidade: junto com a
energia cinética, E/N = (2,21/r2 — 0,916/r,) Ryd + O(Inr,). O



Questdao 02 — Gas de elétrons polarizado (Fetter & Walecka,
Prob. 1.6)

Considere o gds uniforme de elétrons em que N elétrons tém spin para cima e N_, spin
para bairo, com N = Ny + N_ e polarizacio ( = (Ny — N_)/N. (a) Obtenha a energia do
estado fundamental em primeira ordem em teoria de perturbagio como funcgio de N e ¢. (b)
Mostre que o estado ferromagnético (( = 1) tem energia menor que o paramagnético (( =0) se

re > 2{(%)1/3 (21/3 + 1) ~ 5,45 e explique fisicamente. (c) Mostre que 82(E/N)/0C2 ‘4:0 <0

32\ %/
2

3
serg > ~ 6,03. (d) Qual o significado fisico dessas duas densidades criticas? O que

ocorre para 5,45 < rg < 6,037

a) Energia em primeira ordem como fungao de N e (

O estado variacional é um mar de Fermi com dois raios distintos: os N4 elétrons de spin +
ocupam os estados com k < kp+. Como cada setor de spin tem densidade de estados V /(27)3
por spin,

Vi,
No —

* 672

Definindo kp pelo gas ndo polarizado de mesma densidade total, N = Vk‘f’p/37r2, e usando
Ny =5 (1),

k3 2N,
%z—izliC = kFiIkF(liol/g"
k3, N

Energia cinética. Cada setor contribui como um gas de férmions sem spin (um tnico ramo):

_ v / B RV 4wk%ii2:§N h2k2,
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onde usamos Ny = Vk, /672

Energia de troca. Em primeira ordem, o valor esperado de V no determinante de Slater
contém apenas o termo de troca (o termo direto cancela com o fundo positivo, como na Ques-
tao 01), e a troca s6 conecta elétrons de mesmo spin: o calculo da Questao 01, repetido para um
tnico ramo de spin com raio de Fermi kp1 (sem o fator 2 de spin, e com Ny = Vk:%i/67r2), da

_ e Vkpy _ 3e*kry
83 4

Ny

(E o mesmo resultado por particula da Questdao 01, com kp — kp4: a troca é diagonal em spin
e cada setor ignora o outro.)

Soma e adimensionalizagdo. Convertendo para Rydberg com 1Ryd = €?/2ag = h*/2ma

e kpag = a/rs, onde
o 1/3
o= <4> |



temos h%k2 /2m = (a2/r2)(1 £ ()?3 Ryd e 3e?kp /4m = (3a/2775) (1 £ )3 Ryd. Com Ny =
N

E(N, () Z ﬁ 3 ﬁzk‘Q 3@2kps
N Z N |5 2m A
§ 0‘7 (1+ C)5/3 +(1- C)5/3 - 3a (1+ C)4/3 F(1- <)4/3 Ryd
52 2 2T Ty 2 ydfs
ou, numericamente,
E(N,C 2,21 0,916 1+ )P+ (1—¢)P
(N ) 5 95/3(C) — 94/3(¢) Ryd,  gp(¢) = (A+OP+ @ =¢)P"
e 5
Para ¢ = 0 recupera-se E/N = 221/r? —0,916/r5, como devia. 0

b) Ferromagnetismo para r; > 5,45

Para ¢ =1 (estado ferromagnético), g5/3(1) = 25/3 /2 = 22/3 ¢ gas3(1) = 24/3 12 = 21/3:

E(1) 22/3304 i3 30 E(0) 30* 3a
N 5r2 2mrs’ N 52 27,

A condigao E(1) < E(0) é

o 22/3 — 1
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Usando a fatoragio 22/3 — 1 = (21/3 — 1) (21/3 + 1),

9 9 1/3
rs > g (I) (21/3 n 1) ~ 545,

Interpretacao fisica. A polarizacdo é uma competicido entre as duas parcelas:

e A energia cinética (o< 1/r?) pune a polarizacio: empilhar todos os elétrons num tnico
setor de spin obriga a ocupar estados de k maiores (kp — 21/ 3kr), aumentando a energia
cinética pelo fator 22/3 ~ 1,59.

o A energia de troca (x —1/rs) favorece a polarizacdo: elétrons de mesmo spin evitam-se
automaticamente pelo principio de Pauli (buraco de troca), reduzindo a repulsao coulom-
biana; com todos os spins paralelos, todos os pares se beneficiam desse mecanismo, e a
troca cresce em médulo pelo fator 21/3 ~ 1,26.

Como as parcelas escalam diferentemente com a densidade, em alta densidade (rs pequeno)
domina a cinética e o estado é paramagnético; em baixa densidade (s grande) domina a troca
e torna-se vantajoso polarizar. Esse é o ferromagnetismo de Bloch. ]

c) Instabilidade local do estado paramagnético para r, > 6,03

Expandimos ¢,(¢) em torno de ¢ = 0:

(1_|_C)p+(1_0p:1+p(p_1)<2+o(g4) —

gp(C) = 9 9



Logo
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A condigdo de instabilidade 0?(E/N)/0¢? ‘0 <0¢é
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Elevando ao cubo, (1)’ =7 - °f = I~ =

d) Significado das duas densidades criticas

As duas escalas delimitam regimes distintos de estabilidade do estado paramagnético ( = 0
(nesta aproximagao de primeira ordem):

. rgl) ~ 5,45 é o ponto em que o minimo global da energia muda: para rs > 5,45 o estado
totalmente polarizado ¢ = 1 passa a ter energia menor que o paramagnético. E o ponto da
transicao ferromagnética, que aqui é de primeira ordem: a polarizacdo de equilibrio salta
descontinuamente de ¢ = 0 para ( = 1 (com esta forma de E(¢), o minimo nunca ocorre
em 0 < ¢ < 1; a fungdo tem no maximo dois minimos locais, nas bordas).

. 7122) ~ 6,03 é o ponto espinodal: para rs > 6,03 o estado ( = 0 deixa de ser sequer um
minimo local (9*F / 9¢? < 0) e torna-se localmente instével — qualquer flutuacio infinite-
simal de polarizagao cresce e o sistema rola para ( = 1. Fisicamente, a susceptibilidade de
spin do gés paramagnético diverge e muda de sinal nesse ponto (instabilidade de Stoner
do gés de elétrons em Hartree-Fock).

O que ocorre para 545 < ry < 6,037 Nessa janela o estado ferromagnético ( = 1 ja é
o minimo global, mas o paramagnético ( = 0 ainda ¢ um minimo local (8?E/0¢* > 0): o
paramagneto é metaestavel. Ha uma barreira de energia em 0 < { < 1 separando os dois
minimos — assinatura tipica de transicdo de primeira ordem, analoga a regido entre a curva de
coexisténcia e a espinodal num liquido superaquecido. O sistema preso em ( = 0 é estavel contra
flutuagoes pequenas de polarizacao, mas decai para ¢ = 1 por uma flutuagao grande (nucleagao).

Ressalva. Esses niimeros nao devem ser levados ao pé da letra: em 75 ~ 56 a expansao de
alta densidade ja nao é confidvel (o termo de correlagio, de segunda ordem, é da mesma ordem
que os retidos). Calculos de Monte Carlo quantico indicam que a fase ferromagnética sé aparece
em ry muito maiores (rs ~ 75, Ceperley—Alder), e antes disso o sistema cristaliza (cristal de
Wigner em rg ~ 100). O valor do problema é ilustrar o mecanismo de Bloch: troca favorece
alinhamento, cinética o combate, e a densidade decide. O



Questao 3 — Bésons na aproximagao de Bogolyubov

Gds diluido de bésons na aprozimacdio de Bogolyubov: com E, = h?/(ma?), A = 2ngE,, g = na®,

t = kpT/\, e, = h*k?/2m e By, = \/e} + 4)ey, calcular numericamente U(T)/NX e No(T)/N
para 8" Rb (a ~ 84.ay) e "Li (a ~ 33ap), com n = 102cm™3, e estimar T, tal que No(T.) = 0.

Preparacao: adimensionalizacao das integrais

Introduzimos o momento caracteristico k) pela condigdo e, = A, isto é, ky = V2mA/h, e a
variavel adimensional x = k/ky. Entao

N
en = A2, Br = \/e2 + dde, = Aa/a? + 4, BE, = TVt

t

O fator de fase d4 d*k = 4wk$ 22 dx (integrando o angulo sélido). Usando A = 2mgE, e
E, = h?/(mad?),
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pois n = g/a3. Assim as duas integrais dependem apenas de t e do prefator V3
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com as constantes de T'= 0 dadas no enunciado,

Bo _ 128 fna? o No(0) ) 8 [na?
NX 15 T N 3V «

No integrando de Zy o limite z — 0 é finito: Ey — 2Ax e o fator de Bose — t/(2z), de modo

que o integrando — ¢/2 (a regidao de féonons contribui de forma regular). Em x grande o corte é
—x2/t

exponencial, e

Parametros numéricos

Com ag = 0,53A e n =102 cm™3:

Atomo =na®  MNkp mK) No(0O)/N t. T.(nK) TPEC (nK)
8TRb 8,82 x 1078 0,155 0,99955 128.1 19,8 18,3
"Li 5,35 x 1079 0,756 0,99989  317,0 240 228

omh? n 2/3

onde TCBEC = () é a temperatura critica do gas ideal. Alguns valores represen-
mkp \ ((3/2)

tativos das curvas:

87Rb Li
t U/NXA Ny/N t U/N\ Ny/N
25,6 2,80 0,922 634 562 0918
51,2 12,0 0,763 1268 274 0,758
76,9 314 0550  190,2 73,9 0,545
102,5 63,8 0294 2536 151 0,291
128,1 111 0 3170 263 0




a) Energia interna U(T)/NA

A integral Zy(t) foi calculada por quadratura de Simpson (malha de 4000 pontos, corte em
Tmax = 30 4+ 10v/t, onde o integrando ja é desprezivel). Como /g < 1, a curva parte de
Ey/NX = 1 e cresce; em t grande recupera-se o comportamento de gés ideal U o T 5/2 (pois
Ej — ¢, domina a integral).
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b) Fracdo condensada Ny(T)/N e estimativa de T.

Com 0 mesmo esquema numérico, resolvemos Ny(t.) = 0 por bisseccao em t. A deple¢ao quantica
em T = 0 é mintscula (4,5 x 1074 para o Rb, 1,1 x 10~ para o Li), de modo que quem esvazia
o condensado ¢é a deplegao térmica.

1 [ [ [ |
Z
Zo 0.5 1
——387"Rb
—— 115
0 T | | | | |
0 50 100 150 200 250 300
t= k:BT/)\

Os resultados sao

8Rb: t.~ 128, T.~ 20 nkK; "Li: t.~ 317, T,~ 240 nK.

Comentario fisico. Ambos os valores ficam ligeiramente acima da temperatura critica do gés
ideal na mesma densidade: T./T2FC ~ 1,08 (Rb) e ~ 1,05 (Li). Isso é esperado: em t > 1 a
maioria dos modos excitados tem €, > A, onde E} =~ ¢; e a integral de deplecao reproduz a
contagem do gas ideal, Neye/N ~ (T /TBEC)3/2; 4 interacio s6 endurece o espectro em k pequeno
(B =~ chk, som de Bogolyubov), reduzindo a ocupacao térmica desses modos e exigindo 7" um
pouco maior para esvaziar o condensado. O desvio cresce com g, coerente com Rb (g maior)
apresentar o maior desvio. Vale a ressalva de que a teoria de Bogolyubov é uma expansdo em
torno do condensado e deixa de ser quantitativa perto de T, (onde Ny — 0); a estimativa de T,
aqui é, portanto, apenas indicativa — o deslocamento real de T, com a interacdo é um problema
nio perturbativo. O “Li tem T, maior simplesmente por ser ~ 12 vezes mais leve (TPFC o 1/m),
apesar de A e g menores.



Questao 4 — O modelo de Hubbard de dois sitios

Considere o modelo de Hubbard para dois sitios, 1 e 2, com exatamente dois elétrons: conte 0s
estados do setor, mostre que [Hyyup, S| = 0, construa os estados de spin (singleto/tripleto) e as
partes espaciais compativeis com a antissimetria, diagonalize Hyg,p, em cada subespaco, ordene
0s niveis e analise o limite de Mott U > t, obtendo o Hamiltoniano efetivo de Heisenbery.

O Hamiltoniano é

HHUb = Z(CJ{UCQU + Cgaclo) + U(annli + 7’LQTTL2¢), Nig = Cj5Cig-

g

a) Contagem de estados no setor de dois elétrons

H4 4 estados de particula unica disponiveis: (i,0) com i = 1,2 e 0 =71,]. Como os elétrons sao
férmions idénticos, o setor de dois elétrons é gerado pelos pares distintos desses orbitais,

4 4!
<2> =g = 5

Explicitamente, na notagao cja ; o 10):

CITC;T |0), chcgi |0), C]{Tcgi |0}, chc;T |0}, CITCh |0}, c%c% |0) .

Sao, portanto, 6 estados.

b) [Huuw, S| = 0 e estados de spin

= 3 >, e

i=1,2 af

O spin total é

Termo de interagdo. Cada n;, conta ocupagoes; escrevendo S =) . S; com S; = Zaﬁ cja(aag/Q)cw,
basta notar que njn;, = %nl(nz — 1) com n; = ni + n; (identidade valida no espago de Fock
fermionico, pois n2 = ns). Como n; é o ntimero total de elétrons no sitio i, que é um escalar

de spin, [n;,S;] = 0 para todos i, j, e o termo de U comuta com S.

Termo cinético. Usando [AB,C| = A[B,C] + [A,C]B e as relagdes candnicas {Cia,C}Lﬂ} =
0ij0a8, obtém-se
[C;rac]a’ cquozCk,B] = 05k doa C;[JCkﬁ — ik 550 Cl]::acja’

Logo, para a componente S (a = z,y, 2),

0.(1
B
ORI FS 9 ok AR
o o kap
a

g
_ B (T T _
= E ; (Cmcw - 01a02ﬁ> =0,
afB

onde o primeiro termo vem de kK = 2 (com o = « apds a soma) e o segundo de k = 1 (com
o = (). O termo hermitiano conjugado se anula da mesma forma. Fisicamente: o hopping
transporta o elétron sem girar seu spin, de modo que S é conservado. Portanto [Hyyp, S| =0, e
como [5’2, SZ] =0, {Huup, S?, 5.} é um conjunto de operadores que comutam dois a dois. [



Estados de spin. Na notagao |01, 02) (spin do elétron 1 e do elétron 2, o; = +), a composi¢ao
de dois spins 1/2 da

’X1,+1> = H’a +> )
mmzjﬂaw—kwﬂ e RWZJN%%+%%%

singleto: S=0, Mg=0 ’Xl,*1> = ’_a _> )

tripleto: S=1, Mg=+1,0,—1
Sob a permutagdo o1 <> 03, 0 singleto é antissimétrico (troca de sinal) e os trés estados do
tripleto sdo simétricos.
c) Partes espaciais compativeis com a antissimetria

A fungéo de onda total (espacial ® spin) deve ser antissimétrica sob a permutac¢ao simultanea
dos dois elétrons. Logo:

o Singleto (spin antissimétrico) = parte espacial simétrica. Com a notagao |i,j) (um
elétron no sitio ¢, outro no sitio j), as combinagdes simétricas sdo

1
V2

ou seja, & estados espaciais, incluindo as duplas ocupagcoes.

11,2), = (11,2) +12,1)), 11,1), 12,2),

o Tripleto (spin simétrico) = parte espacial antissimétrica. A tnica possibilidade é
1
V2

pois |i,7) é simétrico e ndo admite versdo antissimétrica (é o principio de Pauli: dois
elétrons de spins paralelos ndo ocupam o mesmo sitio).

‘1’2>a = (|172> - |2a 1>)a

Contagem: 3 (singleto, S = 0) + 1 x 3 (uma parte espacial x trés proje¢oes Mg do tripleto)
= 6 estados, em acordo com o item (a). O
d) Matrizes de Hy,, e diagonalizagao
Em segunda quantizagéo, os seis estados sdo (fixando a ordem dos operadores para definir os

sinais):

1
Iso) = 11,2), @ [x0,0) = E(C}C& —cf,el) 10),
[d1) = 1,1) @ [x00) = clyel 10),  |d2) =12.2) @ [x00) = eyl 0),
tare) = 11,20 ® Ixrars) s eg [t1) = clyey]0).
Subespaco tripleto. O termo de U anula os [t)s,) (ndo hd dupla ocupacao). O hopping tenta

criar dupla ocupacao com spins paralelos, proibida por Pauli; por exemplo,

Hyup chch 0) = —¢( ITch + C;TCET) |0) = 0.

Logo, em cada setor Mg, a matriz é 1 x 1:

(trés estados degenerados, Mg = 0,+1).

10



Subespaco singleto. Calculemos a acdo do hopping sobre |sg):

H, ClTC% |0) = (CJ{TCL + chcgi) |0),
Toor _ T T
Hycl b, 0) = —t(cf el + b cb) [0) = +t(c], el + chich)) 10)
(o sinal extra vem da anticomutagao). Assim,
Hup |S0) = —V2t (|d1) + |d2)),  Huub |d1,2) = Uldi2) — V21 |s0) .
Na base ordenada {|1,2),, |1,1), |2,2)},

0 V2t —/2t
Hsing: _\/it U 0
-2t 0 U

A combinagao antissimétrica das duplas ocupagoes, |d_) = (|d1) — |d2))/+/2, desacopla:
Hging|ld-) =U|d-) = E4; =U.

No bloco 2 x 2 restante, gerado por {|so), |dy) = (|d1) + |d2))/V/2},

0 -2t
Hyyo = (—2t U > ;

cujo polindmio caracteristico E? — UE — 4t? = 0 da

2
%:I: £+4t2.

By = i

Os autovetores correspondentes sdo (nao normalizados)

Ej: Ey
|th+) o [s0) + |d+) = [s0) — o |dt);
em particular, o estado de menor energia é
. 4t T
|t_) = cos@ |sg) +sinf |dy), tan 20 = o 0<6< T

com E_ < 0 para todo U >0, t # 0.

Verificagdo numérica. Parat=1,U=3: E_ =3/2—,/9/4+4=3/2-5/2=—1, E, =4,
E; =U =3e E; =0 (tripleto). A diagonalizagdo numérica direta da matriz 6 x 6 na base de
Fock confirma o espectro {—1, 0, 0, 0, 3, 4}.

e) Ordenagao dos niveis

Como /U?/4+4t2 > U/2, temos E_ < 0 e E; > U; portanto

F_ < E=0< E; =U < Fy.
S~—— ——

x3
O estado fundamental é o singleto [¢)_) (S = 0) e o primeiro estado excitado é o
tripleto (S = 1, triplamente degenerado). O ganho do singleto vem da possibilidade de o

elétron “visitar” o sitio vizinho virtualmente — processo vedado ao tripleto pelo principio de
Pauli.

11



f) Limite U > t: pouca dupla ocupagao (isolante de Mott)

A probabilidade de dupla ocupacao no estado fundamental é
Paupla = |(d+]¢_)[* = sin” 0.

Para U > t, tan20 = 4t/U < 1 implica 6§ ~ 2t/U, de modo que
, 442
Paypla = sin ~ 2 < 1.
. . 2t 2 2 s, .
Equivalentemente, expandindo o autovetor: [1)_) ~ |sg) + i |dy) +O(t*/U?). J4 o tripleto tem

Piyupla = 0 exatamente. Assim, os dois niveis mais baixos (singleto |¢_) e tripleto) tém peso
desprezivel em configuragdes duplamente ocupadas: cada elétron fica essencialmente confinado
ao seu sitio, com a carga congelada — a caricatura de dois sitios de um isolante de Mott. Os
estados com dupla ocupagao apreciavel (|d_) e |i4)) ficam separados por um gap de ordem U
(a “banda de Hubbard superior”). O

g) AE = J =4t*/U e o Hamiltoniano de Heisenberg
Expandindo E_ para t/U < 1,

T2 2 Uuz 2 2 U? U4

442 4
- +0(U3>.

Como F; = 0 exatamente,

2
AEEJ:Et—E_:%>O

(troca antiferromagnética), que é justamente o valor obtido em sala pela teoria de perturbagao
de segunda ordem: o elétron faz uma excursdo virtual ao sitio vizinho (amplitude ¢), paga
energia U no estado intermedidrio duplamente ocupado e retorna, em dois caminhos possiveis
(1 -2—=1e2—1— 2), com o fator 2 adicional vindo da estrutura de spin do singleto:
J=2x2t2/U = 4¢?/U.

Mapeamento em Heisenberg. No subespago dos dois niveis mais baixos, cada sitio carrega
um spin 1/2 localizado. Para dois spins 1/2,

8185 — S[S(S+1 1 )= Ltegan_d-l"1 S0
1-2—5[( —1—)—31(314—)—32(32—1—)]—5( +)_1_ R
49
Logo o Hamiltoniano efetivo
42 4
Hyeis = J S1 - So + const., J:%, Const.:iqLO([tﬁ),
reproduz exatamente o espectro de baixa energia:
3J J 4¢2 J J
Eeis = - 0 — 5 = — :_7:E—; Eeis :1:*_*:0:E7
Heis (S = 0) 112 J i Heis (S = 1) 1712 ‘

com a degenerescéncia correta (1 + 3). Como J > 0, o acoplamento é antiferromagnético e o
fundamental é o singleto, em acordo com o item (e). Este é o mecanismo de superexchange que faz
do modelo de Hubbard em meio preenchimento e U > ¢ um antiferromagneto de Heisenberg. [
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Questao 5 — Exchange direto

Considere o termo entre sitios i # j desprezado no modelo de Hubbard,

2
Hpp = Y (ij|V|ji) a;‘ra1a;r'02ai02a’j017 (i3|V]ji) = /d3T1 d*ry 0} (r1)p;(r1)

ij;0102

% _ ¢DE
m@j(m)@i(m) =Jij -

a) Mostre que J2¥ é real e positivo. (b) No subespaco de ocupacio simples, mostre que Hpg €
ij
um Heisenberg ferromagnético.

DE 2 spe
a) J;;~ é real e positivo

Definindo a distribuicao de carga compleza
pij(r) = @i(r) ;(r),
a integral de exchange é exatamente a auto-interagao coulombiana dessa distribuicao:
3 3 e?
Jii = [ d°r d>ry pii(r (T
ij / 1/ 2ng( 1) ‘1'1—1'2|p”( 2)7

pois p;;(r1) = ¢ (r1)p;(r1) € pij(r2) = pi(r2)p;(r2), reproduzindo o integrando do enunciado.
Introduzimos as transformadas de Fourier

dsk ikr ~ ~ —ik-r
pij(r) = / o) ™™ pij (k) pij(k) = /dgTe KT (x),
e usamos a transformada do potencial de Coulomb,

62 _ e2/ d3k 4ieik~(r1—r2)
|I‘1 — 1'2‘ (27’(‘)3 ]62 ’

6zk~r

4
m = k—;r Substituindo,

Bk Ar . ior e
Jij = 62/(27r)3 1z [/dgn pij(rl)ek 1} {/dgm pij(re) e~ kT2
A3k 4Am A3k 4Ame? 2
== 2 oF D — J— A
=€ / (27)3 ﬁpij(k) pij(k) = / (27)3 T2 ‘sz(k)| )

onde reconhecemos, na primeira linha, que a integral em ry ¢ [5;;(k)] " e aintegral em g é p;j (k).

que segue de / dr

O integrando final, (4me?/k?)|p;; (k)|?, ¢ manifestamente real ¢ ndo negativo para todo k.
Logo

Bk 4mwe? 2
DE _ ~
J@J _/(271_)3 k?2 }sz(k)’ 2 07
com igualdade apenas se p;; = 0, isto é, se os orbitais ¢; e ¢; nao se superpéem em lugar

nenhum. Para orbitais com superposi¢do nao nula, JEE > 0 estritamente. ]

b) Heisenberg ferromagnético no subespago de ocupagio simples

Trabalhamos com a soma de spins na forma

—E: tal g i £ g
92] — aia'l aja-2a102a]0'17 ? 7& J-

0102
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f

Como 7 # j, os operadores Uy
reagrupa-los em blocos de mesmo sitio ao custo de um sinal:

- [P .
Oij = — E , Q) Qiog Ajg, Aoy -

0102

€ Gy, anticomutam ({a;r-gz, disy } = 0), de modo que podemos

Para reescrever a soma em operadores de spin, usamos a identidade de completeza (Fierz)
das matrizes de Pauli,

Oap Oys = 20468 (575 — 504,8 (575 = dus (&m = % (Uag “O~s5 + 5@6 575) s

que se verifica diretamente: {1,0% 0¥, 0%} é uma base ortogonal das matrizes 2 x 2 com produto
interno Tr (ATB), e a identidade acima é a resolucdo da identidade nessa base.

Escrevendo ©;; com quatro indices de spin livres e as deltas que implementam as contracoes
g9 €01,

—0i= > (alyaig) (al,ajs) 35, 050
afyo

=" (alyaig) (ala55) 5 (Gas - @5 + Gag 0:9)
afBvyd

=1 f t 1 t t
=3 (Z amdaﬁaw) : <Z ajwcr»y(saja) + 3 (Z amam) (Z ajwaﬂ)
aﬁ ’}/5 o o'

onde usamos as defini¢oes
1 T — T
Si=3 E Ao, O af (ifs n; = E a;p, Cicy-
af [e}

Portanto,

Tt _ 1
Ui, Wy Uiy Ajoy = — 28; - Sj + 5 il ).

0102

No subespago de ocupacao simples, n; = n; = 1 em todo sitio, e 0 Hamiltoniano de exchange
direto fica
Hpp =Y JP0;=-2) JJ"s;-8; — 1Y J2¥
ij ij ij

isto é, um Hamiltoniano de Heisenberg

Hpg = —22 Ji]?-E S; - S; + const.,
ij
com acoplamento —2J£E < 0, j& que provamos no item (a) que JEE > 0. Acoplamento negativo
em S; - S; favorece spins paralelos: o exchange direto ¢ ferromagnético. Fisicamente, o sinal vem

da anticomutagao dos férmions (o sinal “—” gerado ao reordenar os operadores), combinada com
a positividade da auto-interacdo coulombiana — é a regra de Hund entre sitios. ]
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Questao 6 — Representacao de Jordan—Wigner

Em D =1 epara S =1/2, considere

d; = exp(mz + Skz ) , d;r = exp(—iWZ(% + Skz)>Sl+.

k<l k<l

(a) Mostre que satisfazem todas as regras de anticomutagio fermionicas e que d;dl =1+S.. (b)
Escreva o modelo XY em D =1 em férmions de Jordan—Wigner e ache o espectro; comente os
casos Jy = Jy (XX) e J, =0 (Ising); escreva o Heisenberg como férmions sem spin interagentes.
a) Regras de anticomutagao

Notacgao e propriedades da string. Defina o operador ntimero local e a string de Jordan—

Wigner

ng = % + Sk (autovalores 0 e 1), K, = exp<i7r an) = H e
k<l k<l

de modo que d; = K;5; e le =K lT Sf . Precisaremos de trés fatos elementares:

(i) Como nj tem autovalores inteiros (0 ou 1),

€i7mk =1 - 2nk = _QSkz;

2

que é hermitiano e unitdrio: (e“mk)T = e Mk = "k ¢ (e”m’f) = 1. Em particular

KT = K, K2 =1, e podemos trocar livremente K; <> KT.
(ii) No mesmo sitio, o fator €™ anticomuta com SjE De fato, SjE muda nj de uma unidade,
zwnksi Si zﬂ(nk:l:l) , logo
eiﬂ'nk S,:gt — S:t eiﬂ'nk.

(Verificacdo direta com €™ = —28; : QSszi = :FSi e —25 Sk, = :l:Sk, pois
S SE = SiE(Sk. £ 1) e, para S = 1/2, Si.. S, = 15;, S+Skz = 1S+ )

(iii) Operadores de spin em sitios diferentes comutam. Em particular, K; (que s6 envolve sitios
k < 1) comuta com Sli, Si, e com qualquer operador em sitios > .

Mesmo sitio. Usando (iii), K; comuta com S;°, e usando (i), KTKZ KZKT = 1. Logo
didy = K|S K87 = KK, SFS; =887, didl = S5}

Para S =1/2, na base {|1), 1)}, TS~ =145, e S5 =1 —S.. Portanto

didy =1+ 8, e {d,di}y =SS +S7 5 =1

Além disso,
d? = K;S7 K87 = K2 (S7)? =0, (d)? = (S (K2 =0,

pois (Sli)2 = 0 para spin 1/2. Assim {d;,d;} = {dT,le} = 0 no mesmo sitio, e a identificagdo
1) — Ing =1), |{) = |nq = 0) é consistente.
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Sitios diferentes (I < I'): aqui a string é essencial. Sem a string, S, e S, comutariam,;
vamos ver como as exponenciais convertem comutacao em anticomutacao. Para [ < I’, escreva

-1
Ky=KU U=]]™,
k=l

onde U contém, em particular, o fator /™ do sitio . Pelos fatos (ii) e (iii),
S;U=-US;, Su=-US',

pois Sli anticomuta com o fator /™ de U e comuta com todos os outros. Além disso, K; e U
comutam com tudo que vive em sitios > I, e K; comuta com Sli.
(1) {d;,dy} = 0. Calculamos os dois produtos:

didy =K, S KiUS,, =K} S;US, =-US; S,
dpdy=KUS;, KS; =K!US; S, =+US; S/,

onde usamos: S, comuta com K (sitios k < [); K} =1; S; U = —US, na primeira linha; S,
comuta com K;, U e S, (sitios distintos) na segunda. Somando,

{dl,dl/} = _USZ_SZT—i_USl_SlT =0.

O sinal relativo veio exclusivamente do fator e contido na string de dy: é ele que “muda a
estatistica”.

(2) {dT, le,} = 0. Segue tomando o adjunto de (1): {dT,dzr,} = {dy,d;}T =0.

(3) {di, le,} =0 para l #1'. Ainda com | <1’ (o caso | > I’ é o adjunto deste),

didl, = K;S;7 UK, S = K2 ST U S = —U S7 S5,
dl,dy = UK, S} K;S7 = K2U S;fS7 =+U S S5,
usando K ;r/ = Ky = K;U = UK, (todos os fatores "™ comutam entre si) e novamente S; U =
—US;, [S;,S;f] = 0. Logo
{d,dly=0  (1#£1).

Reunindo tudo:

{dy,d},} = o 1, {di,dp}y = {d},d}}} =0

para todos os pares [,1’: os d; sao operadores de férmions genuinos, com dzrdl = % + 5. O

b) Modelo XY em D =1
Reescrita em S*. Com S, = 3(ST+57) e S, = L(5T —57),

Jo+Jy
4

Jo —Jy

(S8, +5757)

JoSiaSiraye + JySiySarayy = (SFSipy + 57 S) +

Passagem a férmions de Jordan—Wigner. Invertendo o item (a): S’IJr =K d; eSS, = K;d
(usando K lT = K e [K], Sli] = 0). Para primeiros vizinhos, K;;; = K;e"™ e as strings quase
se cancelam:

S8y = Kid] K1 €™ dpyy = df €™ dyyy = df (1= 2d[d) diyy = df disa,

16



pois Kl2 =1, K; comuta com os operadores dos sitios [,{ + 1, e d;r d;rdl = 0. Analogamente,

S =dle™dl, =dldl,,, S S5, =did=—dd,

(no primeiro caso dzre””” = d;r pela mesma razao; o segundo é o adjunto do primeiro). Assim,
os termos de string desaparecem para acoplamentos de primeiros vizinhos e

Jr+ J, S — J,
Hxy = Z { 4 ’ (d?dm + le+1dl) Ty : (dszzTH +di1d))
!

um problema quadrdtico de férmions sem spin, com salto e com termos de “emparelhamento”
tipo BCS gerados pela anisotropia J; # Jy,.

Fourier. Com d; = ﬁ Dok e dy, (rede de N sitios, espacamento a = 1, condices periédicas;
ignoramos o efeito de borda da string, subdominante em N — c0):

Z(d;dlﬂ + h.c.) = Z 2cosk dek,
k

l
Sodidl =3 "e*did, = isink did'
l k k

onde na ﬁl‘;ima igualdade usamos que d,th_k é impar sob k — —k, de modo que s6 a parte impar
isink de e’* sobrevive. Portanto

Hxy = Zek dek + Z 1 Y (z sin k d;dik —isink d_kdk), € = ey cosk.
k k

2

Transformagao de gauge. O emparelhamento tem amplitude imagindria pura. Fazendo a
transformagao de gauge (independente de k)

dy — ™4 dy,  d e

o termo de salto é invariante, enquanto deT_ P e~/ 2deT_ e = 1 deT_ i» € 0 Hamiltoniano fica
com coeficientes reais. Agrupando k e —k (k > 0):

Hxy =Y [ek (didy +d' d_y) + Ag(dld", + dfkdk)}a A =
k>0

Transformacdo de Bogoliubov. Este é exatamente o problema de Bogoliubov fermioénico
das listas anteriores. Definindo

szukdk—vkdika V—kzukd—kﬂkadL up + v =1,

com uj = cos b, vy = sin b e tan(26y) = Ay/€g, os termos anémalos sdo eliminados e
Hxy =Y FEj (’YZ% - %>7
k

com o espectro de quasiparticulas

1
Ep =/ + A2 = 5\/(J1+Jy)20082k+(Jz — Jy)?sin?k .
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Casos particulares. (i) J, = J, = J (modelo XX). O emparelhamento desaparece, Ay = 0,
e o Hamiltoniano ja é diagonal sem Bogoliubov:

Hyx =Y Jcoskdidy,  Ep=|Jcoskl|.
k

Sao férmions livres com relacao de dispersao J cos k; o nimero de férmions » , n; = Zl(% +5:2)
¢ conservado (o modelo XX conserva SZ ;). No setor SZ; = 0 a banda estd semi-cheia, o “mar
de Fermi” tem niveis ocupados até cosk = 0, e as excitagoes particula-buraco em torno dos
pontos de Fermi kp = £7/2 custam energia arbitrariamente pequena: o espectro é sem gap
(criticalidade da cadeia XX).

(it) J, =0 (modelo de Ising). Aqui € = %cosk: e Ay = %sin k, logo

I J
|2’\/cos2k+sin2/~s:‘

|
27

E, =

uma banda plana: as excitagoes sao sem dispersao e ha um gap |J,|/2. Isso é o esperado para
o Ising J;Si2S(i41), sem campo transverso: os autoestados sao produtos de autoestados de S,
o estado fundamental (duplamente degenerado) tem todos os spins alinhados em +x, e virar a
orientagao relativa de um elo custa energia fixa — as excitagoes elementares (paredes de dominio)
sdo estaticas, sem termo cinético que as faga propagar.

Heisenberg como férmions interagentes. Acrescentando o termo J. ), Si.S(;41). ao caso

Jy = Jy = J obtemos o modelo de Heisenberg (XXZ em geral). Como S}, = d;dl — % =n; — %
envolve apenas operadores locais, nao hé strings:

& Z SizS 1)z = Jz Z(nl - %) (nl“ - %) =J: an g1 — Jz an + JZ4N.
l 1 ; l

Portanto,

JN
=

J
HHeis = Z |:§ (d;dl+1 + d;—i—ldl) + Jz nyni4+1 — JZ nl:| +
1
férmions sem spin com salto de primeiros vizinhos, um potencial quimico —J, e, crucialmente,
uma interacio densidade—densidade J,njn;y1 entre primeiros vizinhos. Ao contrario do XY,
o Heisenberg nao é um problema quadratico: é um gas de férmions interagentes (em D = 1,
soluvel por ansatz de Bethe, mas ndo por uma simples transformagao de Bogoliubov). O

18



