Lista 3 de FI-193

1. Quebra espontdnea de simetria. Mostre que o spin total St = Zf\il S; comuta com o Hamiltoniano de Heisen-
berg, seja ele FM ou AFM, e portanto é uma constante do movimento. No caso FM, este é o pardmetro de ordem (a
magnetizagao total, que é proporcional ao spin total). Logo, um estado em que esse observavel ndo dependa do tempo,
como quando ha uma magnetizacao liquida e quebra espontanea de simetria, nao é tao surpreendente. Entretanto,
mostre que a magnetizagio alternada (“staggered”), que é o parametro de ordem AFM, M y Zfil e’ QRS onde
Q = (7,7, m) para uma rede cubica, ndo comuta com o Hamiltoniano de Heisenberg AFM e nao é uma constante
do movimento. No entanto, no estado AFM, ha quebra espontanea de simetria e a magnetizacao alternada pode ser
considerada como sendo constante no tempo: isso é muito surpreendente e nao trivial. Na verdade, no estado orde-
nado AFM de um sistema finito de IV sitios a magnetizagao alternada gira com um periodo muito grande o< N. Esse
periodo diverge no limite termodindmico. Esse é um ponto sutil no cerne da teoria de quebra espontanea de simetria,
que envolve uma compreensao cuidadosa do processo de tomada do limite termodindmico na presenga de um termo
infinitesimal de quebra de simetria. Uma discussdo cuidadosa (e uma das primeiras da literatura), na linguagem de
ondas de spin, pode ser encontrada no artigo original de P. W. Anderson, Phys. Rev. 86, 694 (1952).

2. Ondas de spin antiferromagnéticas. Imagine que o “vacuo” do modelo de Heisenberg antiferromagnético (AFM) é
o estado de Néel, onde todos os spins S de uma sub-rede (trabalhe numa rede hiper-cibica em D dimensdes) tém o
valor maximo positivo de S, (m = S) e todos os spins da outra sub-rede tém o valor maximo negativo (m = —5).
(a) Usando a representacao de Holstein-Primakoff, escreva o Hamiltoniano em termos de bosons. Considere definir
bésons diferentes para cada sub-rede, e.g., a; e b;. Expanda até a ordem em S que corresponde & ordem quadratica
em operadores de criagao e destruicao e obtenha o Hamiltoniano efetivo para um pequeno nimero de “desvios” do
estado de Néel, como feito no caso ferromagnético.

(b) Diagonalize o Hamiltoniano do item (i) através de uma transformagao de Bogoliubov e obtenha a lei de dispersao
de magnons AFM. Expanda para pequenos valores de k e compare com o resultado para magnons FM.

(c) Escreva as expressoes da energia do estado fundamental e da magnetizacao das sub-redes (deixe a resposta em
termos de integrais adimensionais). Mostre que para D = 1, a corregdo para a magnetizagio diverge, indicando a
perda da validade da aproximagao (e sugerindo a auséncia de magnetizagao de sub-rede em D = 1, o que de fato
acontece), enquanto que as corregoes sao finitas para D = 2,3 (os valores sdo razoavelmente proximos dos valores
reais, obtidos numericamente).

(d) Mostre que as corregoes para a magnetizacao & temperatura finita divergem para D = 1,2, em concordancia com
o teorema de Mermin-Wagner-Hohenberg. Justifique mostrando que as condigoes de validade do teorema sao de fato
satisfeitas.

(e) Calcule a dependéncia do calor especifico e da magnetizagdo com a temperatura para baixas temperaturas em
D =3.

3. Diagonalizagdo do modelo de Fano-Anderson. O modelo ndo-interagente de Fano-Anderson descreve uma banda
de elétrons de condugao destruidos por ¢, , cujos estados podem hibridizar com um nivel localizado de energia €;
com amplitude de probabilidade V. Ele pode ser visto como o modelo de impureza de Anderson nao interagente. Seu
Hamiltoniano é dado por

Hea = Y el 0, + €0 D fH o+ 3V (cnfo + Tl ) (1)
k,o

k,o o

onde os elétrons no nivel localizado sdo destruidos por f, e ex é a dispersdo da banda de condugdo. Quando diago-
nalizado, o modelo pode ser escrito na forma

Hpp =Y End} od, .. (2)

n,o

onde FE,, sao os auto-valores de energia e d,, destréi elétrons nos auto-estados correspondentes.

(a) Os estados criados por d , sdo combinagdes lineares dos estados criados por clT( e fI. Portanto, podemos escrever

df, = A ft+ 3" B, (3)
k

onde A,, e By, k sao coeficientes a serem determinados e deixamos de escrever o rétulo de spin o por simplicidade, ja
que um setor de spin se desacopla do outro. Tomando comutadores de cada lado da Eq. (3) com as Egs. (1) e (2),



mostre que os coeficientes procurados satisfazem as equagoes acopladas

EnAn = 6f14n +V Z Bn,ka
k
Ean’k = VAn + Ean,k. (4)

Levando uma na outra obtemos a equagao que os auto-valores de energia devem satisfazer
En=¢;=V>> ). (5)
" €k — En

(b) Vamos fazer uma simplificagdo e tomar os momentos dos elétrons como escalares igualmente espagados €, =
0k, k=0,£1,42,..., onde 0 é o espacamento entre niveis e k é um inteiro qualquer (ndo vamos nos preocupar nesse
momento com os limites da banda). Isso garante que nio haja degenerescéncias no (quase-)continuo da banda de
condugdo, o que complicaria um pouco a analise. Assim, a Eq. (5) fica

PRERRENS (_1E> (6)

kez
Use a soma infinita
1
S(a) = .= T cot (ma),
kez "
e mostre que
E, =¢;+ Acot (nE,/J) (7)
onde
V2
A= —.
1)

(c) Como o estado de energia e é adicionado a um (quase-)continuo de estados de condugéo, os auto-valores de energia
correspondem a apenas pequenas modificagoes de cada estado k da banda de conducao €;. Podemos, portanto, usar
o réotulo k£ no lugar do rétulo n e escrever

Ek_ek+Aek—5k+5¢k—5( ¢k>,k:0,i1,i2,..., (8)

onde parametrizamos o pequeno deslocamento de energia através de uma defasagem dependente de k, ¢5. E como se
cada inteiro k fosse deslocado por ¢y /7. Assim, a Eq. (7) nos da

Ei =€+ Acot (km + ¢r) = €y + Acot (¢r) . (9)

A energia do estado fundamental a T' = 0 é dada por

E©® =2 "E.0 (-Ey), (10)
k

onde o fator de 2 vem da degenerescéncia de spin e a fung@o teta de Heaviside garante que somemos apenas até a
energia de Fermi (potencial quimico), aqui tomado em zero. Assim, podemos voltar ao continuo de energias e escrever

E© = 2) " E0(-E)

e
= 2/deE@(—

zé/dEE O (-E). (11)



Use as Egs. (7) e (8) (podem ignorar os rotulos n ou k ja que voltamos para o continuo) para mostrar que

de A/m

— =1t 12
ar (B —¢5)* + A2 (12)

Finalmente, integre a Eq. (11) entre —D e D (recuperando os limites da banda) e obtenha a expressdo da energia do

estado fundamental
& Drer) &
+ A [arctan( X ) arctan (A) , (13)

onde usamos que a densidade de estados da banda de conducao é constante e igual a pg = 1/J. Mostre que, se e; > 0
e D >ep, A (limite de banda larga),

(/€2 + A2
EO ~ 24 VI 7 4 Y arctan (A) . (14)
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A densidade de estados total é a soma da densidade de estados original e uma ressonancia de forma Lorentziana
centrada em ¢; de largura A = 7poV2.
(d) Usando o teorema de Hellman-Feynman, mostre que o valor médio da ocupacao do nivel localizado no estado

fundamental é
2 A
(ny) = —arctan | — | .
T €y

4. Formagao de momentos localizados. a teoria de campo médio do modelo de impureza de Anderson. O Hamiltoniano
de campo médio para o modelo de impureza de Anderson é

Hand—MF = Z GkCLng,g + Z et fify + Z 14 (Ci,afa + f;ck,a) ; (16)
k,o o k,o

onde
EfJ=€f+U<77,f,J>. (17)
(a) As equagdes de auto-consisténcia sao facilmente obtidas usando o resultado do problema anterior adaptado pro

caso acima em que as energias dos orbitais nos dois setores de spins sao diferentes. Mostre que a ocupacao
média e a magnetizacao do orbital localizado sao dadas por

n=(nyg) = Z (Nfo) = %Zarccot (%) ) (18)
m=(my) = Za(nfg> = %Zaarccot (%) , (19)

onde A foi definido no problema anterior.
(b) Mostre que

(npr) = 5(n+m),

(ngy) = 5m—m),



€ que, portanto

U
q,,zq—i—;(n—i—am). (20)
A linha de transicao em que ha a formagao de momento localizado é definida pelo valor critico da interacao U, onde
m — 0%. Analise esse limite nas equacoes de auto-consisténcia e obtenha a expressao paramétrica pra linha de
transicao

e+ U;” = Acot (%) (21)
ZA = sin? (%) (22)

Plote num grafico de ey + U/2 versus U/A a linha critica U, variando parametricamente n e identifique a regiao de
momentos localizados estaveis. Compare com a curva mostrada na aula.



