FI-193 — Lista 4

Solugoes

Questao 1 — Particula em potencial externo estatico: equacao
de Dyson e matriz T

(Problema 3.11(a),(b), Fetter & Walecka, particularizado para Vog(Z) = dapV (Z))

a) Equagao de Dyson no espago de momentos

O Hamiltoniano é o de particulas livres mais um potencial externo estatico de um corpo,
=+ B B = [ d 5@ V(@) 65(@) = [ % V(@) 5@ (@),

onde na tltima igualdade usamos V,3 = d,3V. Como a perturbagio é de um corpo e diagonal
no spin, a fun¢do de Green completa também é diagonal no spin, GZ’;} = 003G, e daqui em
diante omitimos os indices de spin.

Na expansao perturbativa, cada insercao do potencial externo é um vértice de uma perna
entrando e uma saindo (nao ha loops fechados conectados ao vértice além da série em cadeia,
pois o potencial é de um corpo). A soma da série geométrica de inser¢oes da a equagao de
Dyson exata no espaco de posicoes,

G (z,y) = GOz —y) + /ddz dt: GO (x — 2) V(2) G (2, ),

com x = (Z,t,) etc. Note que G depende s6 de z—y, mas G depende de Z e 7 separadamente
(o potencial quebra a invaridncia translacional), embora s6 de t; —t,. Definindo a transformada
dupla
dkdiqdw g _imo i o
Gex(x’y) _ / (271_)2d+1 ezka: e~ Y ¢ iw(te—ty) Gex(k,’q’w)’

e a transformada do potencial V(7) = [ d%ze~"@% V(7F), inserimos tudo na equacio de Dyson.
A integracdo em t, produz 2m0(w — w’) (o potencial é estético: a frequéncia é conservada), e a
integragao em 2 liga os momentos através de V(k — ¢). O resultado é

d
Gk, K, w) = GO (K, w) 2m) %D (k — k') + GOk, w) / (;lgd V(k - q) GG, K, w)
T
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onde tomamos o problema de uma particula adicionada ao vicuo (banda vazia), de modo que
todos os polos de GO ficam em w = g, — in. Em volume finito, (27)%® (k — k') — Vi@, que

é a forma 5,; o do enunciado. O



b) Matriz T e sua equagao integral

Iterando a equagao de Dyson,
G =G0 L gOygO L gOyaOyao ... = g0 L g0 [V + vaOy .. ] GO,

vemos que toda a série intermediaria entre os dois propagadores externos define a matriz 71"

G (k, K, w) = GO (k,w) & o, + GO (k,w) T(k, k', w) GO (K, w)

com T satisfazendo a equacao integral (equagao de Lippmann—Schwinger)

d
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ot

Tk K, w) =V (k—

De fato, substituindo a forma fechada de G** na equagdo de Dyson do item (a) e cancelando
o fator comum G (k,w) e o propagador externo da direita, recupera-se exatamente a equacio
acima. 0

c) Potencial de contato V(&) = U§¥(%): solugio da matriz T

Para o potencial de contato, V(¢§) = U para todo ¢: o vértice ndo depende dos momentos. A
equacao integral entdo mostra que T tampouco depende de k, k'

dd . U dd 1
T(w)=U+U U (2730[ G(O)(qu):| Tw) = |T(w)= T—UF@) F(w) = /q<A (273,1 pE——

onde introduzimos o corte ultravioleta ¢ < A para regularizar a integral (necesséario para d > 2).

d) Estado ligado para U < 0 em d < 2

Um estado ligado aparece como polo de T'(w) (e portanto de G**) em frequéncia real negativa,
w = —Epg com Ep > 0, abaixo do continuo w € [0,A?/2m]. A condicio de polo é
dq 1

< 0.
21)% Eg + ¢%/2m

1=UF(-Ep), F(—EB):—/A(

Para w < 0 o denominador nunca se anula (in dispenséavel) e F' é real e estritamente negativa,;

logo s6 pode haver solugao para U < 0. Escrevendo U = —|U|, a condi¢ado vira
1 diq 1
— = &(Ep), ®(E)=|F(-E)| = ,

®(FE) é monodtona decrescente em FE, com ®(co) = 0. Portanto existe solucao (unica) se, e
somente se,

1 d%q 2m
1 p07) = / g 2m
’U‘ ( ) qg<A (27T)d q2

Tudo se decide, entdo, pela convergéncia infravermelha de ®(07):

d=2.

Agd 2m m A?
®(E) :/0 % 2mE +¢* 27 hl(l * 2mE> moor 0%
A divergéncia logaritmica garante que a equacao 1/|U| = ®(Ep) sempre tem solugdo, por menor
que seja |U|:
_A o A sy
2m e2m/(mlUl) —1 — 2m
uma energia de ligagdo exponencialmente pequena e nao perturbativa em U (essencialmente o
mesmo logaritmo que produz o par de Cooper).

Eg (m\U! < 1),



O(F) = /A dg _ 2m __2m 1 arctan A — +00
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agora com divergéncia em lei de poténcia ® ~ y/m/2E. De novo hé sempre solugao; para |U]|
fraco (v2mEp < A, o corte é irrelevante),

U]~ \ 2E5 B= "o

que é exatamente a energia do estado ligado do poco delta unidimensional (Ep = mU?/ 252),
como deveria.

Contraste: d = 3. Aqui ®(07) = [ _, d3q/(27)3 (2m/q?) = mA/7? é finito: s6 ha estado
ligado se |U| > U. = n2/mA. A formacao incondicional do estado ligado para atracdo arbitraria-
mente fraca é, portanto, peculiar a d < 2, onde a integral de 2m/q? diverge no infravermelho. [



Questao 2 — Equacao de movimento de G e a hierarquia G—G,

(Problema 3.14, Fetter & Walecka)

Enunciado adotado: Considere o Hamiltoniano
2

= [ #oit@(—5 ) i@+ [@ads F@it@ v -2 i@

Use a equagdo de movimento de Heisenberg para o operador de campo e mostre que a funcdo de
Green de particula dnica iG(1,1") = <T[1$H(l)¢;;[(1’)}> obedece a uma equag¢io de movimento

exata que acopla G a funcdo de Green de duas particulas Ga; escreva essa equacao.

Usamos a notac¢do compacta 1 = (Z1,t1), com h = 1, indices de spin suprimidos (ou absorvidos
nas coordenadas) e o sinal superior (inferior) para bésons (férmions) onde houver ambiguidade.

a) Equacao de Heisenberg para f@

Na representacao de Heisenberg, i o) u(l) = [1& (1), H |. Com as relagdes candnicas de (anti)comutagao

a tempos iguais, [¢(Z), VT (Z)]5 = 6G)(F — &), um calculo direto d4, para a parte cinética,

Vi
2m

[(31), 1] = (Z1),

e, para a parte de interacdo (o fator % ¢é cancelado pelas duas maneiras de contrair 1[1 com 0s
dois 1),
GE V) = [ doa Vi - 22) 91 (2)0(E) (@),
Logo
o Vi 3 Ul — 2N (5 20 (2 £ 4]
10 Yr (1) = —5 - du (1) + /d xo V(&1 — &) Y (T2, t1)Vu (T2, 1) Yu (1)

b) Derivada temporal do produto ordenado no tempo

A funcao de Green é
iG(L1) = (T[u (Bl N]) = 6t — ) (b (B, ()) =6t — 1) (B 1) (D).

Ao derivar em t1, as fungoes degrau geram §(t1 — t1/) multiplicando o (anti)comutador a tempos
iguais,

6(tx = tr) ([ar (1), D (V)] ) = 8t = 1) 69 (@ — 7) = 6(1,1),

enquanto a derivada dos operadores dentro do T-produto é dada pela equacdo de Heisenberg do
item (a). Portanto,

i0 +Vi G(1,1') =6(1,1")
t1 om ) )

~i [ @ Vi - 2) (TW @t (a0 (1) P (1))

Werséo adotada do Problema 3.14 do F&W: para o Hamiltoniano com interacio de dois corpos, usar a
equacdo de Heisenberg dos operadores de campo para derivar a equagdo de movimento exata da funcdo de Green
de particula tnica e mostrar que ela envolve a fungdo de Green de duas particulas G2 (inicio da hierarquia de
Martin—Schwinger). Caso o enunciado do livro difira em detalhes de notagdo, o conteido fisico é o mesmo.




c) Aparecimento de GG5: a equagao exata

O valor esperado com quatro operadores é, por defini¢do, a funcdo de Green de duas particulas,

()2 Ga(1,2:1,2) = (T[du (D)du ()0, ()5} (1)])

Identificando 2 = (T2, t1) e 2/ = (¥2,t]) (o t] garante que o par ¥T criado pela interacio fique
na ordem correta dentro do T-produto), obtemos a equagdo de movimento exata

2
(i Oy + Zrll) G(1,1) =6(1,1) £ i/d3:):2 V(Z1 — &) Ga(1, Toty; 1, Tot])

(sinal superior para bésons, inferior para férmions, conforme a convengao de sinais do reorde-
namento dos campos dentro de Ga).

Discussao. A equacéo é exata, mas ndo fechada: 9,G envolve G3; da mesma forma, a equagao
de movimento de G5 envolveria G, e assim por diante — é a hierarquia de Martin—Schwinger,
analoga quantica da hierarquia BBGKY. Toda teoria de muitos corpos aproximada corresponde
a uma prescri¢ado de truncamento dessa hierarquia; por exemplo, a fatoracao

G2(1,2:1,2) = G(1,1) G(2,2) + G(1,2)) G(2,1)

fecha a equagao em G e reproduz exatamente a aproximagao de Hartree-Fock autoconsistente.
Equivalentemente, definindo a autoenergia ¥ por Fi [V Gy = [X(1,1) G(1,1") d1, a equagdo
acima é a propria equacio de Dyson na forma diferencial. ]



Questao 3 — Polarizacao do gas de elétrons livre: funcao de
Lindhard

(Problema 7.5, Fetter & Walecka)

Enunciado adotado®: Para o gds de Fermi livre em T = 0, considere a polarizacdo de ordem
mais baira

4
(q) = —2i / (;lﬂ’j CO®CO(k+q),  q=(dw),

com o fator 2 vindo da soma de spin. Obtenha a forma explicita de TI°(q,w), sua parte imagi-
ndria, e discuta os limites estdtico e de longos comprimentos de onda.

a) Integracdo em frequéncia e forma espectral (Lehmann)

Com

Ok —kr) , Okr — ) R

GO (k,w) = . —, e
W—¢€+1tn w—¢Ep—1n

- 2m’

a integral em frequéncia interna de IIY s6 é nao nula quando um propagador é de particula e o
outro de buraco (polos em semiplanos opostos). Fechando o contorno e usando ng = 0(kr — k),
obtém-se

d3k 1 1
(g, w :2/n~1—n~4 — — -
(7 w) (2m)3 3 Fra) W= wpat i Wt wpe— i

COM Wy = €p, -~ € = (® + 2% - q)/2m > 0 na regido permitida. Esta é exatamente a

representacao de Lehmann: soma sobre estados intermediarios de um par particula—buraco de

momento ¢ e energia de excitagdao Wyg» cOm 08 dois termos (frequéncia positiva e negativa)

garantindo I1°(¢, —w) = I1°(q,w) e a analiticidade tipica de funcdo tempo-ordenada.

b) Parte imaginaria

1 1 .
Usando = 73; Fimd(z),

x Ein
Im IT(. & é 0 =<
mIl’(¢,w) = —27 g np(l— ng+q)[ (w— qu) +0(w+ qu*ﬂ < 0,
nao nula apenas dentro do continuo particula—buraco,
2 k 2 k
L) < < LT
2m m 2m m

Fazendo a integral angular (para w > 0; adimensionalizando =z = ¢/2kr, v = w/(qur), vF =
kr/m, e N(0) = mkr/7? a densidade de estados no nivel de Fermi, com spin):

v, regiago 0 <v <1 —ux,
o s 1— (v— )2
ImHO(q,w):—iN(O) (Zx), regido |1 —z| <v<1+ux,
T
0, v>1+4uzx,

que é o amortecimento de Landau: absor¢ao por criagdo de pares particula—buraco reais.

2Versao adotada do Problema 7.5 do F&W: a partir da defini¢io da polarizacio prépria de ordem zero Ho(q, w)
do gés de elétrons livre (o “bolhdo” particula—buraco), obter sua representagio espectral (Lehmann), calcular sua
parte imagindria e verificar os dois limites caracterfsticos: o limite estético II°(g — 0, w = 0), que d4 a blindagem
de Thomas—Fermi, e o limite dinAmico de longos comprimentos de onda Ho(q — 0, w fixo), que da a frequéncia

de plasma. Caso o enunciado do livro difira em detalhes, o conteiido adotado é este.



c) Forma explicita (fung¢do de Lindhard) e limite estatico

A parte real segue da integral principal; o resultado fechado é a funcao de Lindhard:

N(0) 1—(v—1x)2 v—x—1
(gw) = ———11 1
RelT(q,w) > |'T T NPETES!
1—-(v+2)? |v+a+1
+ In .
4x v+z—1
Limite estatico, w = 0:
N(0) 1—-22 . |[1+x mkp
1°(¢,0) = — 1 1 ~N(0) = ——~
(€.0) 2 [+ 21 ‘1—35] oo NO=-75
s ﬂ 4me? 0/~ q%F
Na constante dielétrica RPA, €(7,0) = 1 — —-11"(¢;0) — 1 + —5-, com
q q
4me?k
¢4y = 4me? N(0) = % :

a interacdo coulombiana é blindada, Vi(q) = 4me?/(¢® + q% ), i.e., um Yukawa de alcance q;},ﬂ
(blindagem de Thomas—Fermi). Note também a singularidade fraca da derivada em =z = 1
(¢ = 2kp), origem das oscilagoes de Friedel e da anomalia de Kohn.

d) Limite dindmico de longos comprimentos de onda

Agora ¢ — 0 com w fixo (v > 1): expandindo os logaritmos em poténcias de 1/v (ou, direta-
mente, expandindo a forma espectral do item (a) em poténcias de chj/ w),

2 A3k ng? 3 ¢2v?

=2 (2m)3 =g g) 2 =0 muw? 5 w?
onde n = k% /372 é a densidade eletronica (o coeficiente ng®/mw? ¢ fixado pela regra de soma-f).
A condigao de modo coletivo €(q,w) = 0 dé entao

4me? ng? 9 9 3 9 9 5 Amne?
1—7W:O — w :wp—l—gqu—l—“-, OJp:

m

o plasmon, sem amortecimento enquanto sua dispersao ficar acima do continuo particula—
buraco do item (b), onde Im 1% = 0. O



