FI-193 — Lista 5

Solugoes

Questao 1 — O problema elétron-fonon

Elétrons livres com dispersao &(k) = k*/2m — p (Ep = k%/2m), fonons acisticos longitudinais
Hy, = Eq Wy ajlaq com wg = cq < c¢qo = wp K Ep (o cutoff qo delimita a primeira zona de
Brillowin) e potencial quimico nulo. A interagdo é

1 *
Hiny = —= Z My (cltﬂck) (aiq + aq>, My =gyq= M=,
Ve

Note que o elétron espalha k — k + q sempre acompanhado da combinagdo al q T aq: emitir

um fonon de momento —q ou absorver um de momento q transferem o mesmo momento q ao
elétron.

(i) Funcao de Green livre dos fénons

Como o fénon sempre entra pela combinagao Aq = aq + aT_q (o “operador de deslocamento” da
rede), definimos

D(q,7) = — (T{A o(T) Ag(0)}),  A_q=a_q+af.

Na evolugdo livre em tempo imaginério, aq(7) = e™rhaqe e e de [Hpp, aq) = —wqaq segue
_ —wgT T _ 1 FweT
aq(7) = aqge 17, aq(T) =age .

Para 0 < 7 < 8 (sem ordenamento a fazer), os tinicos valores esperados nao nulos no ensemble
livre sdo os que conservam o nimero de fonons em cada modo:

(a-q(r)alo(0)) = L4 nwg)] e, (af(r) aq(0)) = n(wy) e,
onde n(w) = 1/(e’¥ — 1) e usamos w_, = w,. Portanto,
DO (q,7>0)=—[1+ n(wg)] e 41" — n(w,) et
Sendo D bosénica, D(T + ) = D(7), e a transformada usa frequéncias pares v, = 2mn/3:
B .
DO (q,ivy,) = / dr e DO (q, 1)
0

e(il/n—wq)ﬁ -1 e(il/n—i-wq)ﬁ -1

=1 < - - - -
[1 4+ n(wq)] Ty— n(wq) i + 0y

Com e™n? =1 e as identidades [1 + n(w)](e™? —1) = =1 e n(w) (e — 1) =1,

DO (qivy) = —— — — =

Wy —wg  ptwg  (ivp)? — w2




Finalmente, modos com ¢ > o simplesmente nao existem no espectro (a soma sobre q em Hp,
é restrita a ¢ < qp), de modo que

2w
DO =9 _9(q — q).
(q, Vn) I/% T Wg (QO Q)
Note que DO ¢ par em v, e em q, e negativa para todo v, — propriedades gerais de um

propagador do tipo “deslocamento—deslocamento”.

(ii) Auto-energia dos elétrons em segunda ordem

Em ordem g2, o tinico diagrama de auto-energia irredutivel é o de troca de um fénon (“rainbow”):
o elétron em (k, iw,) emite um fonon (q, iv,), propaga como G0 (k — q, iw, — iv,) e reabsorve
o féonon. (O diagrama de “tadpole” envolve (Aq—p), i.e. um deslocamento uniforme da rede, e
é eliminado pela neutralidade/redefinicao do equilibrio; além disso My—o — 0.) As regras de
Feynman dao, com um vértice Mg/ V'V em cada extremidade e M_q = Mg,

1
S (K, iwn) = %7 ST IMo P DO (g, ivn) GO (k — q,iwn — ivn),

q;Vn

com GO (p,iwn,) = [iwm, — f(p)]_l; o sinal global ¢ o da nossa convencio G = GO + g2 gO) 4
- (nenhum lago fermionico fechado, logo nenhum fator —1 adicional). Abreviando £ = £(k—q)
e wg = cq, precisamos da soma bosonica

1 1 1 1
S==> |- — - — :
15} — iy —Wg  iVn F Wy Twy — iV, — &

Fazemos por fragoes parciais e pela soma padrao sobre frequéncias bosonicas,
1 Z 1 ~ n(a) —n(b)
Ié] - (ivy, — a)(iv, — b) a—>b

obtida fechando o contorno com o fator n(z) = 1/(e#*—1), que tem polos exatamente em z = iy,
com residuo 1/3: a soma de Matsubara é menos a soma dos residuos de n(z) vezes o integrando
nos polos z = a e z = b. Aqui o segundo polo estd em b = iw, — &, e como w, é fermionica
(eiwn,@ = _1)7

n(an - f) = 6“""66555 1 = _6_’82-4- 1 = _f(_g) = f(g) - 17

com f(&) = 1/(e%+1). Assim (note o sinal do segundo fator: 1/ (iwn,—iv,—€) = —1/[iv, — (iw, — £)],
que cancela o (—1) da férmula da soma):

n(wq) - n(iwn - g) n(_wq) - n(iwn - g)

o= Wq — (iwn - f) B —Wq — (iwn - f)
_ T+nwg) = f(§)  n(=wg) +1 - f(§)
iwn, — & — wy —[iwn — €&+ wy]

Usando n(—w) = —[1 + n(w)], ou seja n(—wq) + 1 — f = —[n(wy) + f],

L nleg) = £€) i) + £

iwy — & — wy iwp — & +wg

S =




(Conferimos esta soma numericamente truncando-a em |n| < 4 x 10° para valores genéricos de
B, wy, € e wy.) Como X3 = —(1/V) > q |My)* 6(qo — q) S, o sinal global da definigio cancela o
de S, e o resultado final é

L+ n(wy) = f(Gieq) | 7(wq) + F(Eia)

5 (k, iwn) = Z‘M’ 0(q0 = >[ — Eyq — W iwp — §k—q twq |
—q q n —q q

A interpretacdo fisica é transparente: o primeiro termo descreve processos com emissdo de fonon
(peso 1 + n, estimulada + espontidnea) para um estado eletronico desocupado (1 — f aparece
combinado via as identidades térmicas), e o segundo, absor¢io de féonon (n) ou espalhamento de
um buraco (f); os denominadores sdo os custos de energia dos estados intermediarios &x—q % wy.
Como nao depende de o, omitimos o indice de spin daqui em diante.

(iii) Continuagao analitica: fungdao avangada

»®@) (k, iwy, ), vista como funcdo de iw,, é analitica fora do eixo real e cai no infinito; sua conti-
nuagao Unica a partir das frequéncias de Matsubara do semiplano inferior (w, < 0) é a funcao
avancada, obtida por
Wy, — W — 117, n—0t,
que mantém todos os polos afastados do caminho (os denominadores nunca se anulam para
3

Im 2z # 0). No limite termodinamico, % Y i (;175’3 (renomeando q — p), e obtemos exata-
mente a Eq. (2) do enunciado:

[ Lt nfotp)] (6 —p)] | _oloto)L+ i)
D) = [ (s 000~ oD | P ot o et ) )

Com —in no denominador, Im ¥4 > 0, como deve ser para a funcio avancada (X = (£4)* na
regidao de w real).

(iv) T = 0: dependéncia em k vs. dependéncia em w

Em T = 0: n(w,) =0 e f(£) = 8(—¢). Tomando gy = kr, |M,|> = ¢%p e medindo angulos por
1 = cosf, com

k2 + p? — 2kpp

WL UL %

o =5 w=o

gk—p =

a parte real fica (valor principal; escrevemos [ d3p/(2m)3 = 47r2 dp P f dp)

A A 0(¢) 0(=¢)
Re¥*(k,w) = 2 dpp /_ldu[w—f—cp+w—£+cp]'

Derivada em frequéncia. Derivando em w e fazendo w =0, k = kp:

g [ 0(¢) 0(=¢) ]
k=ke 47 o @p/)w(&mm*Xﬂ+@P'

ORe X4
ow

Trocamos p — & usando (k — p)? = k? 4+ p? — 2kpp: em k = kp, { = & (p — 2kpp), logo

dp = — 7 d€ e & percorre [€—,&4] com
2
p° £+ 2kpp p(2kp +p p(2kp — p
gi:TF — £+:(2Fm)>0’ §:_(2Fm)<0'



Assim

OReZA|  ¢’m ’de o [St de
oo ke Jy PP /5 (€] + cp)?
g@m [k T2 1 1
T [cp_lf—!+cp_§++cp]'

O integrando em £ é uma Lorentziana ao quadrado de largura cp centrada na superficie de Fermi
(€ =0); como |£4| ~ vpp > ¢p (pois ¢ K vp), 0 termo 2/cp domina:

2 kp
m 2 mk c . v
S / dp L~ 2 F[HO(lnFﬂ:A.
0 drkr Jo c dm2c VE c
O resultado é controlado por 1/c: a frequéncia varia na escala wp, que é pequena, e a derivada
é grande.

ORe X4
ow

Derivada em momento. Agora derivamos em k& com w = 0. S6 & depende de k, com
Ok& = (k—pp)/m. Como o integrando tem funcoes degrau 0(+¢), aparecem termos de superficie
0(§) além dos termos suaves:

CA SO N S (G

Ok|§+cep ep—&] Ok| e  (E+cep)?  (|El+cp)?
Na varidvel £ (em k = kp), escrevemos 0¢/0k = kF BE_PE eliminando p via py = %
6 _ 2%k —p* & _ £
8]C_ kap +/€ _A()+kp
Entao
OReXA4 g@m  [FF 2A(p) /§+ [ § ] { (&) 0(=¢) ]
ok |, 4n%kp Jo TP cp R R | e i T e

Aqui estd o ponto crucial: a parte o< A(p) da integral suave vale

2 1 1 ]
cp |é-|+ep Ex+op]

Aw)|

e o termo dominante 2A(p)/cp cancela exatamente contra a contribuigdo da funcao delta. Isto
é, o pico estreito de largura cp na superficie de Fermi — que dominava a derivada em w —
ndo contribui para a derivada em k, porque deslocar k apenas translada rigidamente a posicao
do degrau de Fermi, e o termo de superficie devolve exatamente o que a Lorentziana ganha.
Sobram s6 os pedagos suaves:

ORe¥A4 _¢*m ke 9 1 1 1
ok 0_47T2/€F/0 dp {A(p)[£++cp+lél+cp +k‘F[L(§+)L(§)]}’

onde [[¥ adey — I XER 4 (P 1 = L(X) e L&) — L(|E-]) = In 32 = O(1). Como

&x ~vpp e A(p) ~ vp, cada parcela é de ordem vg - ﬁ - p% ~ p, sem nenhum fator 1/c:

ORe XA
ok

g*mkp

x O(1),

N T2
fe—k o dm2vp

(a constante O(1) inclui os logaritmos acima e independe de ¢ no limite ¢/vp — 0). Portanto

k=kp v

E weo  9*mkp/(4m2c



Verificagdo numérica. Em unidades kp = 1, 2m = 1 (logo Er = 1, vp = 2) e ¢ = 0,02,
i.e. ¢/vp = 0,01, avaliamos numericamente (quadratura adaptativa em Python/SciPy) as duas
integrais reduzidas acima, em unidades do prefator g2 /472

ORe x4 ORe ¥
% . = —24,72 (estimativa —i = —25), % . = —0,289,

(a segunda foi conferida por diferenca finita direta de Re 34 (k,0) na integral 2D original, que
dd —0,37, mesma ordem; a versao reduzida ¢é a exata). A razao pedida é

1 |Ox ReXA 0,289
—’k }: ’ ~59 %1073~ 0,6,
vr |0, ReX4| 2 x 24,72 s

confirmando a hierarquia e o escalonamento linear em c¢/vp.

Fisica: adiabaticidade e o teorema de Migdal. A auto-energia herda duas escalas muito
distintas: em frequéncia, toda a estrutura vive na janela |w| < wp = ¢qo, porque é ai que os
denominadores w —§ +wy, ressoam com fonons reais; derivadas em w custam ~ ¥ /wp o 1/c. Em
momento, a estrutura vive na escala kr (a inica escala de momento do problema, ja que o = kr);
derivadas em k custam ~ 3 /(vp - const), e vimos que a contribuigdo da vizinhanca imediata da
superficie de Fermi se cancela identicamente. A razao entre as duas é wp/FEr ~ c¢/vp < 1: 08
ions sdo lentos (y/m/ M.y, ) e os elétrons ajustam-se adiabaticamente a rede. Este é o contetido do
teorema de Migdal: correcoes de vértice e a dependéncia em momento de 3 sdo suprimidas por
wp/Er, de modo que X4 (k,w) ~ X4 (kp,w) — aproximacio que usaremos nos itens seguintes.



(v) Renormalizacao da velocidade de Fermi, massa efetiva e residuo Z

Do item (iv) sabemos que a dependéncia de ¥4 com o momento é desprezivel frente & depen-
déncia com a frequéncia. Perto da superficie de Fermi podemos entdo expandir

ORe XA (kp,w)

N w+i In S (kp,w),

YAk, w) ~ A (kp, 0) +

w=0

e definimos a constante de acoplamento elétron-fonon adimensional

_ OReXA(kr,w)

Aep = B

w=0

(o sinal negativo da derivada serd verificado explicitamente nos itens (vii)—(viii); o termo cons-
tante £4(kp,0) é real em T = 0 e apenas desloca o potencial quimico, sendo absorvido em

).
A funcao de Green avangada perto da superficie de Fermi fica

A — 1 ~ !
) = ) Ak w) w1 ) (k) i Tm A
_ (L+Aep) " -7
w— li(';) — (14 Aep) ' Im A w—é(k)—é
ep

Lemos daqui o residuo de quasi-particula e a dispersao renormalizada:

. k) =2Z¢(k) =

Como £(k) ~ vp(k — kr) perto de kp, a velocidade de Fermi renormalizada é

*

) ou, em termos de massa efetiva (vy = kp/m*),

=1+ Aep |-
1+ Aep m + Aep

v =

Note que aqui m*/m = Z~! exatamente porque desprezamos a dependéncia de ¥ com k (item
(iv)); num liquido de Fermi genérico as duas renormalizagbes sdo independentes. A quasi-
particula fica “mais pesada” e carrega apenas uma fracdo Z < 1 do peso espectral; o restante
vai para o continuo incoerente elétron + fonon.

(vi) Taxa de decaimento para 0 < w < wp e a condi¢do de liquido de Fermi

Tomamos a parte imaginaria da Eq. (2) em T' = 0. Nesse limite njw(p)] =0 e f(§) = 0(=¢), e
usamos

1 1
=P—+4+ind(x).
T —1n Px + (z)
Assim, com wp, = cp e { =&k —p),
A d3p 2 / / / /
t S k) = 7 | a0, 20000 {1 = £(€)] 60— € =) + 1(€) B — €' + )}

Para w > 0: o primeiro delta imp&e £’ = w—wp, € o fator 1 — f = §(¢’) exige wp < w (emissao real
de um fénon por um elétron acima do mar de Fermi); o segundo delta impoe & = w + wp > 0,



mas f(§) = 0(—=¢&) =0 — em T = 0 ndo ha féonons térmicos para absorver. Sobrevive s6 o
canal de emissao, com o vinculo cinemético cp < w:

3

Im 24 (kp,w) = 7r/ (gwl))d G*p 0(w — cp) blw — cp — £(k — p)]

k=kp

Com d®p = 2mp?dpdu, u = cosf, e £E(k — p) = (p2 — 2kppu)/2m em k = kg, o delta em p da
um jacobiano

2
p° — 2kppp m P p—w
(5 —_ —_ = 6 —_ = —
{w cp - ] - (1 = po), 1o 2kF+ pr—

e o € (—1,1) é automaticamente satisfeito para p < kp, w < wp < EF (corregoes O(w/EF),
O(c/vp)). Logo

2T m w/e mg? w3
Im 24 (kp,w) = —g [ dpp’= —
m X (kp,w) =7 @) ! /0 PP = e 38

pois 7 - 2m/(27)% = 1/4n. Usando wp = cqy = ckr (convencio gy = kp do item (iv)) e
antecipando A, = mkpg?/4m?c (item (viii)),

2
mg 3 TAep W

3
T 2rdkr 3w

Im X4 (kp, w) , 0<w<wp.

A condicao de validade do liquido de Fermi de Landau é imediata:

Im X4 (kp,w)  TAep <w>2

= s

——0 = Im>24 < wquandow — 0. v
w—0

w 3

A quasi-particula é bem definida: sua largura vai a zero mais rapido que sua energia. Fisica-
mente, o espaco de fase para emitir um fonon actistico de energia < w escala como w?® (p?dp
com p < w/c), andlogo tridimensional da lei w? do espalhamento elétron-elétron.

(vii) A fungdo de Migdal o2F (v, k)

Derivacgao da Eq. (3). Na Eq. (2), mude a varidvel de integracao para o momento do elétron
intermedidrio p’ = k — p (jacobiano 1), de modo que ' = £(p’) e o féonon carrega q = k — p'.
Como w,wp < Ep, os denominadores confinam p’ a uma casca fina em torno da superficie de
Fermi; decompomos entao

d?’p/ N de, dpJ_ N de, df o — ’Vf( )‘

@m)F ~  @n3  @npu, o0 T VS WP

onde dSp € o elemento de drea da superficie de Fermi e usamos d§ = v; dp. Nos fatores que
variam lentamente (]M|2, 0, wk — p’)) fixamos p’ sobre a superficie de Fermi (p’ — prp), e
inserimos a identidade

1 :/0 dv §[v — w(k — p)].

A Eq. (2) fatoriza entdo em uma integral de superficie — que é exatamente a definigdo da fungao
de Migdal —

« dS;
2 _ p 2 |k — _ —
@*F(nk) = | gt o Mol 000 = e = pD ol — (i = )
vezes as integrais em v e &:

24 (kp,w) = /OOO dl//:: a¢ a?F(v,k) [T_”é”_) ;_f(j?) + w"_(ygiyf(f)m , (3)

que é a Eq. (3). Toda a informacio sobre o acoplamento e o espectro de fonons estd em o?F.



Integralem £ a7 =0. Em T =0: n(v) =0e f(§) = 6(—¢). Cortamos a integral em & na
largura de banda, |[¢| < D, com w,v < D. O primeiro termo tem peso 1 — §(—¢) = 6(§) e o
segundo, peso #(—¢):

I _ o
/ dg:—ln(w—l/—f—in)‘g::ln< worom >,
0

w—v—§&—1in = w—v—D—1in

0 _ .
d £=0 D -
_pwt+v—£E—in =—D w+v—1n

Somando e usando w,v < D,

_ o D [ee} R — — 9
m(wlfﬁv+m(W+%%)::>gq@w0:/ @a%@ﬁ)mcuym>
w+v—1in D+v—w 0 w+v—1n

=0O(w/D)—0

Derivada da parte real. A parte real ¢ ReX4 = [dv oF In|(w — v)/(w + v)|. Derivando
dentro da integral,

—In

1 1 w=0 1 1 2
Oow v

w+v

logo

B ORe XA (kp,w)
ow

Ep-

0o aQF(U,lA()
—2/ dy — " =y
w=0 0 v

Esta é a definicdo espectral padrao de A, (é positiva, confirmando o sinal assumido no item

(v))-

Parte imaginaria. Tomando Im diretamente das integrais em £ acima (antes do limite D —
00, para fixar os ramos do logaritmo), com Im[1/(z — in)] = 7d(x):

0
d¢ d(w+rv—=9)|.
D

Tm A (i, ) :ﬂfooody o2F(v,k) [/ODdf 5(w—u—§)+/

Para 0 < w < wp: o primeiro delta contribui sse 0 < w—v < D, isto é v < w; o segundo exigiria
w + v < 0, impossivel. Portanto

w
ImEA(k:F,w):W/ dua2F(u,k), 0<w<wp.
0

Note como a?F funciona como uma “densidade espectral de espalhamento”: a taxa de decai-
mento em w conta todos os féonons com v < w que podem ser emitidos.

(viii) o*F para o modelo de Debye e recuperagao de (v)—(vi)

Com k e p ambos na superficie de Fermi, dSp = k% dQ e vy = vp. O momento transferido é
q = |k —p| =2kpsin(0/2), ¢ = 2k%(1 — cos ),

com 6 o angulo entre ke p. E conveniente trocar a varigvel angular por ¢:

21 qdq

dQp = 2mrsinfdo, 2gdg = 2k%sinfdf — dQp = R
F

0<q<2kp.



Substituindo na definigdo, com |Mq\2 =g%q, w(q) = cq e O(q — q) = 0(kr — q):

2k 2 2mqdq
2@ :/ F q 200(ke — a) §(v —
@ F(v) G A (kr —q) (v — cq)

2 kp ) ,
g 2 1 1% g v
(277)2UF/0 9 3 (q c) An2vpc 2 (v)0(ckp —v)

Como wp = ¢qo = ckr e vp = kp/m,

mg?
=2 v
Am2kpe3

m 2 14 2
20(v) O(wp — v) = bp 97 <> 0(v) 8(wp —v),

2
o’ F(v) o272 2¢ \wp

isto é, exatamente a forma da Eq. (4) do enunciado,

. mkp

<V)29(y) Olwp —v),  pr=" 5

2
o*F(v) = PE
wp

2c

independente de k (isotropia). Observagdo de convengdo: nossa deducio fornece pp = mkp /272,
que é a densidade de estados por spin e por volume na superficie de Fermi (pp = mkpr/ 212h?
com T restaurado); o expoente mk2 /272 impresso no enunciado tem dimensdo errada (uma
poténcia extra de k) e deve ser um erro tipografico — seguimos a Eq. (4) com pr = mkp/272.

Recuperando (v).

e 2 2 w 2 2 2 2
F D k
/\ep_g/ @ (u)_20F92/ dvy=PEL D |, _Prg_ mkrgt
0 v 2cwp Jo cwy 2 2c dmec

Portanto Z = (1 + ng2/26)71 e m*/m =1+ prg*/2c, como no item (v).

Recuperando (vi). Para 0 <w < wp,

2

w 2 2
0

2¢ wh 2c Sw%_ 3 E’

3 TAep w3

idéntico ao resultado do célculo direto do item (vi), inclusive no coeficiente. v/

(ix) Temperatura finita: Im X4 (kp,0) para T < wp

Voltamos a Eq. (3) com as distribui¢oes térmicas completas e tomamos a parte imaginaria
(Im[1/(x — in)] = wd(x)), fazendo as integrais em & com os deltas 6(w — & Fv):

m A w) =T OOVO(2 14 n\vv)— w—v n\v w 14 .
Tm 24 (ke ) /0 W *F){[L+n() - flw— )]+ (@) + flw+v)]}

Em w =0, usando f(—v)=1-— f(v),
[1+n() = f(=v)]| + [n(v) + (V)] = n(v) + fv) + n(v) + f(v) = 2[n(v) + f(V)],

onde os dois termos correspondem a absor¢ao de fonons térmicos (n) e a espalhamento por
buracos/elétrons térmicos (f) — ambos proibidos em T' = 0, por isso Im £4(kx, 0) s6 é nao nula
em temperatura finita. Assim,

2

wp 2
Im X4 (kp, 0) = 27r/0 dv pgg :%[n(y)ij(y)]

2 wp /T 1 1
= TrpFég T3/ dx .’B2|: + :| s xTr =
cwh 0 e?—1 et+1

1S



No regime 7' < wp o limite superior pode ser levado a infinito (o integrando decai como x?e~%;

0 erro é (’)(e*”D/ T)) As duas integrais adimensionais sdo conhecidas:

[e%) 1’2
/0 dz —T(3)¢(3) = 2(3).

et —1

o) .1'2 3
=T =2(1-27? ==
[T T = — 202726 = 5<o)
onde 7(s) = (1 — 217%)((s) é a funcdo eta de Dirichlet. Logo

/OOO dz 2%[np(x) + f(z)] = 2¢(3) + g((?)) = 742(3) ~ 4,2072,

(verificado numericamente: a integral vale 4,20720. .. = 7¢(3)/2, com ((3) ~ 1,20206). Portanto

77¢(3 278 T3
Tm 4 (kp, 0) = ”2( )chg =) A, T < wp.
“D “D

A taxa de espalhamento térmica escala como T3 — o anédlogo, para a vida média eletronica, da
famosa lei de Bloch—Griineisen da resistividade em baixas temperaturas (14 o fator de transporte
1 —cosf eleva a lei a T°; aqui, sem esse fator, sobra T°). Comparando com o item (vi), nota-se
a correspondéncia w «» T tipica de um liquido de Fermi: Im %4 ~ )\, max(w,T)?/w%, com
Im ZA(kF, 0) < T quando T' — 0, de modo que as quasi-particulas térmicas permanecem bem
definidas.

10



