FT 001 — Mecéanica Quéntica I — Lista 1

Solugoes

Questao 01 — Projetores

(P.7.2 ¢ P.7.3, Messiah; Fx. 9.11 e Ex. 9.12, Merzbacher)

Um projetor é um operador P que satisfaz
PI=p (hermitiano), P?=Pp (idempotente).

Todos os itens abaixo seguem apenas dessas duas propriedades.

a) Projetores sao definidos positivos

Para qualquer vetor |u) do espago de Hilbert,
2
(ulPlu) = {ulP*|u) = (u[PTPlu) = (P |u)'(Plw) = [|P1)]* > o,

onde usamos P = P? na primeira igualdade e P = P! na segunda. Como a norma de qualquer
vetor é ndo negativa, (u|P|u) > 0 para todo |u), isto é, P é definido positivo. O

b) Projetor nao possui inverso (dimensao > 1)

Suponha, por absurdo, que P! exista. Multiplicando a relacdo de idempoténcia & esquerda por
P—l

P'P2=pP'P — P=1.
Ou seja, o dnico projetor invertivel é a identidade. Um projetor sobre um subespago préprio £
— que existe sempre que a dimensio do espago é maior que 1 — néo é a identidade: tomando
lv) # 0 no complemento ortogonal £+, temos

Plv)=0=P|0),

dois vetores distintos com a mesma imagem. Logo P nao é injetivo e, portanto, ndo possui
inverso. 0

c) >_; Pi é projetor <= 3, (u|Pilu) < (ulu)

Sejam P, ..., Pk projetores e defina P = Efil P;. Note que P! = P automaticamente (soma
de hermitianos); a questao é a idempoténcia.

Necessidade (=). Se P é projetor, entdo, usando o item (a) e a desigualdade de Cauchy—
Schwarz,

1P [)[|* = (ulPlu) = (u] Pu) < Jull[|Pu)]| = |[P )] < |lul

(na implicacao, dividimos por HP |u) H quando P |u) # 0; se P |u) = 0, a desigualdade é trivial).
Logo
2
Y (wlPlu) = (ulPlu) = [|Plu)]|” < lul® = (ulu).

i



Suficiéncia («<). Suponha ),

)

de P;, isto é, Pj |u) = |u). Entao
(ulu) + Y (ulPilu) < (ulu) =Y (ulPilu) <0
i#j i#]

Pelo item (a), cada termo é > 0; logo todos se anulam:

(u|Pj|u) < (u|u) para todo |u). Tome |u) qualquer na imagem

WPy = P> =0 = Pluy=0 (i)

Como isso vale para qualquer vetor da imagem de P;, concluimos que os projetores sao mutua-
mente ortogonais,

BiPp=0  (i# ),

DN TE SR SR
1,J i i

isto é, P é projetor. O

e portanto

d) f<A> =0e P, = gn(A)/gn(a’n)
A é um observavel com N autovalores distintos ai,...,ay; seus autovetores {|a,,,r)} (com r
indexando a eventual degenerescéncia) formam uma base completa do espago. Define-se

N

fA=][A-a), gA=][A-a),  f(A)=(A=-an)g(A).

k=1 k#n

f(A) =0. Os fatores (A —ay) comutam entre si (sd@o polinomios em A). Aplicando f(A) a um
autovetor qualquer,

|ama - ak |ama > =0,

||',:]2

pois o fator £k = m anula o produto. Um operador linear que anula todos os vetores de uma
base completa é o operador nulo; logo f(A) = 0. O

Férmula do projetor. Agindo com g,(A) sobre a mesma base,

gn(an) ’an7r> , Mm=mn,
In(A) lam,r) = H(am —ag) |am,r) =
k#n 07 m 7é n,

pois, para m # n, o produto contém o fator k = m, que o anula; e, para m = n,

gn(an) = H(an —ag) # 0,

k#n
ja que os autovalores sao todos distintos. Portanto
gn(A)
GmyT) = Opm |Gm, T
gn(an) | m > nm ‘ mo >7

que é exatamente a acdo do projetor sobre o autoespago de a,. Como os dois operadores
coincidem sobre uma base completa, sao iguais:

Verificagio de consisténcia: P, é hermitiano (polindmio com coeficientes reais no operador
hermitiano A) e a a¢do diagonal acima da P, P, = 0pm P, — de fato é um projetor. ]



Questao 02 — Operadores definidos positivos

(Messiah, Quantum Mechanics, Cap. VII, problemas P.7.7, P.7.8 ¢ P.7.9)
Um operador hermitiano H diz-se definido positivo quando
(u|H|u) >0 para todo |u) .

Como H é hermitiano, (u|H|u) = (u|H|u)* é sempre real, de modo que a condi¢ao faz sentido.
Note ainda a relacdo de hermiticidade que usaremos repetidamente:

(v|Hlu) = (u|H'|v)" = (u|Hlv)".

a) Desigualdade de Schwarz generalizada e positividade do trago

A desigualdade. Fixados |u), |[v) e A € C arbitrario, considere |w) = |u) + A |v). A positivi-
dade de H aplicada a |w) da

0 < (wH|w) = (u|H|u) + X (u|H[v) + X (v|Hu) + |\? (v]H|v)
= (u|H|u) + 2Re[ (u|H[v)] + [A]* (v|H|v),

onde usamos \* (v|H|u) = (A (u|H|v))".
Caso (v|H|v) > 0. Escolhendo A = — (u|H|v)" / (v|H|v), obtém-se

| (ulH[o)* | | (ulH]v)[? | {ul H|o)[*
0 < (ulH[u) -2 + = (ulH[u) = =~
(v|Hlv) (v|Hlv) (v|Hlv)
e, multiplicando por (v|H|v) > 0,
| {ul H|v)[* < (u|Hu) (v|H]v).
Caso (v|H|v) = 0. Tomando A = —t (u|H|v)" com ¢ > 0, a desigualdade acima reduz-se a

0 < (u|H|u) — 2t| (u|H|v)|? para todo t > 0,

o que 86 é possivel se (u|H|v) =0. Ambos os lados da desigualdade se anulam, e ela vale (com
igualdade). Isso conclui a demonstragao da desigualdade em todos os casos.

(v|Hlv) = 0= H|v) =0. No caso (v|H|v) = 0 acabamos de mostrar que (u|H|v) = 0 para
todo |u). Em particular, escolhendo |u) = H |v),

0= (u|HJv) = | H [v)|?,

e um ket de norma nula é o ket nulo: H |v) = 0.

Tr H > 0 e o caso de igualdade. Seja {|n)} uma base ortonormal qualquer (o trago independe
da base escolhida). Entao

TrH =Y (n|H|n) >0,
n

pois cada parcela é nao negativa. Se Tr H = 0, uma soma de termos nao negativos que se anula
tem todas as parcelas nulas: (n|H|n) = 0 para todo n, e o resultado anterior da H |n) = 0 para
todo n. Como todo ket se escreve |u) =) ¢, |n), segue H |u) = ¢, H |n) = 0 para todo |u),
isto é, H = 0. O



b) Tr(HK) > 0 para observaveis H, K definidos positivos
Sendo K um observavel, ele admite um sistema ortonormal completo de autovetores {|k,)},
K k) = ky |Kn) (Km|kn) = Gmn,
com autovalores reais. A positividade de K implica
kn = (kn|K|kpn) > 0.

Calculando o trago nessa base,

Tr(HK) =Y (knHK|kn) =Y kn (kn|H]kn) >0,

n

pois cada parcela é o produto de dois nimeros nao negativos (k, > 0 e (kp|H|kp) > 0).
Se Tr(HK) = 0, todas as parcelas se anulam: k, (k,|H |k,) = 0 para todo n. Ha dois casos:

o se k, =0, entdo K |k,) =0 e portanto HK |k,) = 0;
o sek, >0, entdo (k,|H|ky) =0 e, peloitem (a), H |k,) = 0; logo HK |ky,) = knH |ky) = 0.

Em ambos os casos HK anula todos os vetores de uma base completa e, por linearidade, anula
qualquer ket: HK = 0. ]

c) O operador ATA
Hermiticidade e positividade. Para qualquer operador linear A,
(ATA)T = af(ahT = a4,
logo ATA é hermitiano. Além disso, para todo |u), pondo |w) = A |u),
(ul AT AJu) = (wlw) = |Alu)]* > 0,

de modo que AtA é definido positivo.

O trago numa representagao arbitraria. Seja {|n)} a base ortonormal de uma represen-
tagdo qualquer e A,,, = (m|A|n) a matriz de A nessa representacdo. Inserindo a relagdo de
fechamento ) |m)(m| =1,

Tr(ATA) = 37 (nATAn) = 37 (nlAfm) (mlAln) = 3 (m|Aln)* (m|Aln) = 3 [Aual*

n n,m n,m

onde usamos (n|Af|m) = (m|A|n)*. O traco de ATA é, portanto, a soma dos quadrados dos
modulos de todos os elementos de matriz de A, em qualquer representacio.

Consequéncias. Sendo soma de termos ndo negativos, Tr(ATA) > 0 — em acordo com o
item (a), j4 que ATA é hermitiano definido positivo. Se Tr(ATA) = 0, entao ]Amn\z = 0 para
todos os pares (m,n), isto é, todos os elementos de matriz de A se anulam. Como

A= Ay [m)n],

segue A = 0. (Equivalentemente: pelo item (a), Tr(ATA) = 0 implica ATA = 0, donde
| A |u)||* = (u|ATAlu) = 0 para todo |u), ou seja, A =0.) O



Questao 03 — Transformacgoes de representagao

(Messiah, Quantum Mechanics, Cap. VII, problema P.7.5)

Preliminares. Sejam {|n)} (representacdo antiga) e {|n)} (representacdo nova) duas bases
ortonormais completas do mesmo espaco. A matriz de transformacao S tem elementos

Smn = (mn) .
Pelas relagbes de fechamento e ortonormalidade das duas bases, S é unitaria:

(881) 0 = D G0lR) (K1) = (73) = Ouns (575, = D (k) (k[ ) = (min) = Gyun,
k

k
isto é, S~ = ST. A matriz A de um operador transforma-se por semelhanca:
A, = (m|AlR) = (mlk) (k|All) (I]a) = (SAST), . ouseja, A =SAST=5A45""
k,l
Registramos duas identidades da unitariedade, usadas adiante:

(577 =87, (57 = (57) = (s1) = 5"

Note ainda que a substituicdo |72) ++ €@ |f) (mesma fase para todos os vetores da base nova)
troca S por e~**S sem alterar a transformacao A — SAST: a matriz de transformacio é definida
apenas a menos de uma fase global.

Lema. Se uma matriz T comuta com todas as matrizes, entdo T = c1.

De fato, seja E(7) a matriz com elementos (E(ij))kl = 0,105 (na linguagem de operadores, |i)(j]).
Entao - -
(TE(U))kl = Thi 0j1, (E(”)T) w = Ok Tt

Igualando com [ = j: T}; = 0;Tj;. Para k # i isso da Tj; = 0; para k = i da Tj; = Tj; para
quaisquer ¢, j. Logo T' é diagonal com todos os elementos diagonais iguais a um mesmo ntmero
c: T=cl. ]

a) Conservagao da conjugacgdo complexa < S real

A conjugacao complexa é uma operagao sobre matrizes, definida em relagdo a uma representacao.
Dizemos que a transformacao conserva a conjugacio quando, para todo operador de matriz A na
representagao antiga, o operador cuja matriz antiga é A* tem matriz nova (A’)*; em simbolos,

(A*) = (A" para toda matriz A.
Calculemos os dois lados:
(A7) =8 A*ST,  (A)" = (SAST) = §*A*(ST)" = §* 4 ST,
Como A* percorre todas as matrizes quando A o faz, a condicdo equivale a

SMSt=5*MST para toda matriz M. (%)



Necessidade. Multiplicando (%) & esquerda por (S*)fl = ST e & direita por (ST)fl =S,
obtém-se
STSM =MSTS para toda M.

Pelo Lema, STS = ¢1, ou seja, ST = ¢S~ = ¢S'. Transpondo esta tltima igualdade, S =

c (ST)T = ¢S5*; conjugando-a, S* = ¢*S. Combinando, S = c¢c*S, donde \0\2 = 1. Escrevendo
c = e?* arelacio S = €%*S* equivale a

e g = (e_mS)*,

isto é, R = ¢S ¢ uma matriz real (e unitéria, portanto ortogonal real). Como S e R diferem
por uma fase global e geram a mesma transformacao, RART = SAST, a matriz de transformacéo
pode sempre ser escolhida real: a condicdo é necessaria.

Suficiéncia. Se S é real, entdo S* = S e ST = ST, logo, para toda A,
(A)* = 5*A*ST = 5 A*ST = (A*)'.
A transformacdo conserva a conjugacao complexa. O

b) Conservagao da transposi¢cdo <= S ortogonal

Analogamente, a transformacio conserva a transposi¢io quando
(ATY = (AT para toda matriz A.
Calculando os dois lados:
(ATY =5ATst, (AT = (545T)" = (51)7ATST = 5+ AT ST,

Como AT percorre todas as matrizes quando A o faz, a condicdo é exatamente a mesma equagao
(%) do item (a). Isso ndo é acidente: toda transformacao unitaria conserva automaticamente a
conjugacao hermitiana,

(Aly = s atst = (sash)T = (4,

* .~ . . ~
e, como AT = (AT) , conservar a transposicao equivale a conservar a conjugacdo complexa.

Necessidade. Como no item (a), (x) implica STS = c¢1 com ¢ = €?*®. Usando a liberdade de

fase global, substituimos S por S = e~*S (mesma transformacio); entio
ST G _ p~2ia gT g _ ,~2ia 2iaq _ q
b
isto é, a matriz de transformacdo pode sempre ser escolhida ortogonal: STS =1, ou ST = S~ L

Suficiéncia. Se S é ortogonal, ST = S~! = S'; conjugando esta igualdade e transpondo,
segue S* = S. Entédo, para toda A,

(AT =5 ATST = 5 ATST = (AT).
A transformacao conserva a transposicao. ]

Observagao. Para uma matriz unitdria, ser real e ser ortogonal sdo condigoes equivalentes: se
S é real e unitéria, ST = ST = S~1; se S é ortogonal e unitéria, ST = S~ = ST implica S* = S.
Isso é coerente com a equivaléncia, demonstrada acima, entre conservar a conjugagdo complexa
e conservar a transposicao.



Questao 04 — Algebra de comutadores
(Ex. 3.12, Ez. 3.15, Ex. 3.16 e Fz. 10.7, Merzbacher)

Ao longo da questao, [A, B] = AB — BA, e usaremos repetidamente a identidade de Leibniz,
que se verifica por expansao direta:

[A,BC]= ABC — BCA = (AB - BA)C + B(AC — CA) = [A,B]C + B[A, C].
Ela mostra que [A, -] age sobre produtos como uma derivagio — dai a semelhanga com a
diferenciacdo que aparecera abaixo. Todas as séries de operadores sao entendidas termo a termo
(séries formais; para operadores limitados, convergem em norma).
a) [A,B"] =nB" [A, B] e [ps, f(z)]
Hipétese: A e B comutam ambos com seu comutador,
[A,[A, B]] =0, [B,[A, B]] =0.
Primeira identidade. Indugdo em n. Paran = 1 a afirmagio é trivial: [A, B'] = 1-B°[A, B].
Suponha [A, B"] = nB"![A, B]. Pela identidade de Leibniz,
[A,B""'] = [A,B"B] = [A, B"|B + B"[A, B] = nB" " '[A, B] B + B"[A, B].

Como B comuta com [A, B], podemos trocar [A, B] B = B[A, B] no primeiro termo:

[A, B""] =nB"[A, B] + B"[A,B] = (n+ 1) B"[A, B],
o que fecha a inducdo. Note que B™ — nB"1[A, B] é formalmente a regra dB"/dB = nB" 1,
com [A, B] no papel de “derivada de B”.
Segunda identidade. A hipdtese é simétrica na troca A <> B; aplicando a primeira identi-
dade com os papéis trocados e usando [B, A] = —[A, B],

[A", B] = —[B, A"] = —nA" " '[B, Al = nA""'[A,B]. O
Caso especial A =z, B =p,. Aqui [z,p,] = ih 1, que é miltiplo da identidade e portanto

comuta com qualquer operador: a hipdtese estd satisfeita. As duas identidades dao imediata-

mente

1

n-l [",py] = ithna" .

x )

[z,ps] = thnp
Comutador [p,, f(z)]. Seja f expansivel em série de poténcias do operador z,
oo
f(z) = Z cn .
n=0
Pela linearidade do comutador e pelo resultado anterior,
(e e [e.e] o
Pas f(@)) =) enlpe, ™) = =) enla™,pa) = iR Y nepa™!
n=0 n=0 n=1

(o termo n = 0 ndo contribui). A série restante é exatamente a derivada formal de f avaliada
no operador x; portanto

df
o f@)] = —ih <1
s f(2)] = 0
onde df/dz =Y, nc,z" !, entendido como o operador de multiplicagdo por f/(z). O

7



b) [A,B] =B = eMBe M =¢VB

Defina
F(\) =eMBe M,

Como deAA/d)\ =AeMe de_)‘A/d)\ = —e M4,

dF
oo AeMBe ™M —MBeMA = M (AB — BA)e M = M[A, Ble ™M =y F()),
onde na ultima passagem usamos [A, B] = vB. Para resolver a equagdo com rigor, defina

K(\) = e F(\) (e é um escalar). Entdo

dK
o= e e F =0,

logo K(\) = K(0) = F(0) = B para todo A, isto é,

’ MBe M =eMB | O

c) Férmula de Baker-Campbell-Hausdorff-Glauber

Lema (Hadamard). Para operadores quaisquer A e B, defina os comutadores aninhados
Bo = B, Bn+1 = [A, Bn],

isto é, By = [A, B], By = [A, [A, B]] etc. Afirmamos que

, NP\ A2
M Be M = ZﬁBn =B+ A, Bl + 5;[A,[4, B] +
n=0

De fato, seja F(A\) = e* Be™4. O mesmo cilculo do item (b) dd F'(\) = eM[A, Ble™* e, por
inducao, cada nova derivada insere mais um comutador com A:

FON) =eMBe ™ = F(0)=B,.
A série de Taylor de F' em A = 0 é entdo a afirmada.

Equacao diferencial para G(\) = eMerB . Derivando o produto,

d
g _ Ae)\Ae)\B +€AAB6AB —AG + (eAABef)\A) e/\Ae)\B _ (A—i—e)‘ABe*)‘A)G,

—)\Ae)\A

onde inserimos 1 = e entre B e e*B. Usando o lema de Hadamard,

dG

dx

<A+B+ A[A Bl + ;T[A,[A,B]]+--->G

Caso [A,[A,B]] = [B,[A,B]] = 0. Escreva C = [A, B]. Todos os termos com n > 2 da série
se anulam (By = [A,C] = 0, e dai em diante), restando
dG@
Ty =(A+B+X0)G,  G(0)=1.
Candidata a solugao:
)\2
H\) =N M) =AA+B) + 5 C



Como A e B comutam com C, também [A+ B,C] = 0, e portanto M(\) comuta com sua

derivada M'(\) = (A+ B) + \C:

2

[M(X\), M'(\)] = N*[A+ B,C] + A

Nessa situacdo vale a regra usual de derivacao da exponencial: termo a termo,

n—1
d n __ k / n—1—-k __ / n—1 dH _ ! _
M) _kZOM M' M =nM M = L =MWHQ) =(A+B+XC)H.

Assim GG e H satisfazem a mesma equacio de primeira ordem com a mesma condi¢do ini-
cial H(0) = 1. A solucdo é tnica: como H' = e MW existe sempre, e dH-1/d\ =
—~H Y dH/d\)H

d

o (H'G)=-H Y A+B+ ) 0)HH 'G+ H Y(A+ B+ \0)G =0,

logo H~'G = H(0)"'G(0) = 1, isto é, G(\) = H()\) para todo A\. Tomando \ = 1,

1
oA B — o A+B+1AB]

que é a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff-Glauber. Como A + B comuta com [A, B], ela
também se escreve el = eA+B lA4B1/2, O

d) A, B hermitianos e [A, B] = i{C' = C hermitiano

O comutador de dois operadores hermitianos é anti-hermitiano:
[A,B]' = (AB — BA)T = BfAT — ATBt = BA— AB = —[A, B].
Tomando o adjunto de [A, B] = iC dos dois lados,
—ict=(C) = [A,B]' = -[A,B]=—-iC = Cf=cC.

Portanto C' é hermitiano — é por isso que o fator ¢ é convencionalmente extraido do comutador
de dois observaveis, como em [z, p,] = ih 1. O



Questao 05 — Comutadores candénicos como derivadas
(Cap. V, Eqgs. (V.67) e (V.68), Messiah)

Sejam qi,...,qf € p1,...,py os operadores candnicos, satisfazendo as relagdes de comutacao
fundamentais

;4] =0, [pipi] =0,  [ai,p;] = iR oy 1.
Queremos provar que, para todo operador A = A(q, p) expansivel em série de poténcias dos ¢’s
ep’s,

., 0A L, 0A
(V.67) [pi,A] = —ih 90 (V.68) [gi, Al = +ih o;

Defini¢gdoes. Um mondmio ordenado é um produto

M = 0103 --- O, Orv€{q,..-,q¢,p1,---,Df},

com os fatores numa ordem fixada (como os operadores ndo comutam, a ordem faz parte da
definicao de M). A derivada parcial de M ¢é definida pela regra de Leibniz preservando a ordem
dos fatores:

N
oM 00y 0q; op;
=501 0 Ops1---O R P <

e analogamente para OM /Op;, com Op;/0p; = 6;; e 0q;/0p; = 0. Estende-se por linearidade a
A=) caM, (série de poténcias, entendida termo a termo). Segue imediatamente da defini¢do
que a derivada satisfaz a regra de Leibniz nao comutativa

0 oM ON
—(MN) = N+ M )
0g; 0q; dq;
pois a soma sobre as posicoes dos fatores de M N se separa nas posi¢oes dentro de M e dentro
de N.
O ingrediente algébrico é a identidade de Leibniz para comutadores, verificada por

expansao direta:

(X, YZ|=XYZ-YZX = (XY -YX)Z+Y(XZ - ZX) = [X,Y]Z+Y[X, Z).

Prova de (V.67) para mondémios (indug¢do no comprimento N). Base (N =1). O
monoémio é um tnico fator O € {g;,p;}, e as relacoes fundamentais dao exatamente a tese:

dq; Op;

9g; ' 9q; ‘
Passo indutivo. Suponha (V.67) valida para todos os monoémios de comprimento N, e seja

M = O M’ um mondémio de comprimento N + 1, com O um tnico fator e M’ de comprimento
N. Pela identidade de Leibniz,

[pi,OM'] = [p;,O) M’ + O [p;, M'].

[piqu] = —17_7,574]1 = —ih

[pi,pj] = O = —iﬁ

Aplicando a base ao primeiro termo e a hipétese de indugao ao segundo,

00 oM’ 00 oM’ 0
, OM' :—ihM'+O<—ih >:—z’h< M + 0 >:—ih0M’,
2 ] 9qi dg; 9g; 0qi 9gi ( )
onde a ultima igualdade é a regra de Leibniz da derivada definida acima. Isso fecha a inducao:
(V.67) vale para todo mondémio ordenado, de qualquer comprimento. Note que a ordem dos
fatores é preservada em cada passagem, de modo que o resultado vale qualquer que seja a
prescrigao de ordenamento adotada para A(q,p).

10



Prova de (V.68) para mondmios. A indugdo é idéntica, trocando apenas a base: para um
unico fator,

op; 0q;
Ly pj) = +ih ;1 = +ih =2, ] =0 =+ih L,
[gi, ps] = + ij + Opi (9i, g5 + A,

e no passo indutivo,

(oM').

!
(4,0 M'] = g1, O] M’ + O [0, M] = +ih <30 oM > —in 2

M/
Ip; +0 op; Op;

Extensdo a séries de poténcias. Seja A =) cqoM,, com M, monoémios ordenados e ¢,
coeficientes numéricos. Tanto o comutador [p;, -] quanto a derivada 0/0q; sao lineares e agem
termo a termo na série; aplicando o resultado para monodmios a cada termo,

. oM, . 0A
A= 3 calpn Mo = — B> e 5% =
oAl = 3 calpi Ml = —~in e T = i

e, do mesmo modo,

0A
iy Al = +ih —.
[gi, A] = +i o,
Ficam assim provadas
0A 0A
iy Al = —ih —, i Al = +ih —.
[pi, A] = —i 4, [qi, Al = +i o
Esses sdo os andlogos quanticos das relagoes classicas {p;, A} = — 0A/dq; e {qi, A} = 0A/Op;
com colchetes de Poisson, sob a correspondéncia [-, -] <> ih {-, }. O
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Questao 06 — Operadores lineares e antilineares

(Merzbacher, Ezx. 9.6, 9.7 e 9.10)

Usamos a notagdo do Merzbacher para o produto interno, (¥, ¥,), com a convengao usual da
fisica: linearidade no segundo argumento e antilinearidade no primeiro,

(Wp, AVq + p®@) = A (Wp, Uy) + 1 (Pp, D), (AUp, We) = A" (Pp, ¥y),

para quaisquer A\, u € C. A correspondéncia com a notagao de Dirac é (U, ¥,) = (Uy|¥,)
e, para A linear, (VUp, AV,) = (Up|A|V,). (Para operadores antilineares a notacao de Dirac é
ambigua — o valor de (U] A |¥,) dependeria de para que lado A age —, por isso mantemos os
parénteses.)

a) O operador P, = ¥,(¥,, -) é linear

O operador é definido por P,® = ¥, (¥,, ®): ele devolve o vetor fixo ¥, multiplicado pelo
escalar (V,, ®). Sejam ®,= vetores arbitrarios e A, u € C. Pela linearidade do produto interno
no segundo argumento,

Pa(A® + pE) = Uy (W0, A® + 4E) = Ua [A (Lo, ) + 0 (Va, B)] = A Wa(W, ) + 1 Uy (W, ),

onde no dltimo passo usamos apenas que (¥, ®) e (¥,, E) sdo escalares multiplicando o vetor
fixo ¥,. Logo
Po(A® + puE) = AP, ® + n PE,

que é exatamente a definicdo de operador linear. Em notac¢do de Dirac, P, = [P, )(V,|; se
(o, ¥,) =1, entdo P?® = U, (V,, ¥,)(¥,, ®) = P,®, ou seja, P, é o projetor sobre a direcio
de ¥,. O

b) Elementos de matriz de um operador linear (e de um antilinear)

Seja {¥;} uma base ortonormal, (¥;, ¥;) = ¢;;, e expandamos

\Ila = Zaj \I/j, aj = (\I/j,\pa), \I/b = Zbl \I/i, bz = (\I/z; \I/b)
J 7

Se A é linear, entdo AU, = > ;@ AV;, e usando a antilinearidade do primeiro argumento e a
linearidade do segundo,

(\I’b,A\I’a) = <Z b,L\I’l, Zaj A‘IJ]> = Zbr aj (\I/Z,A\I/J) = Zb;kAU aj,
% J i i
com Aij = (‘I’Z‘,A\I/j) = <‘I’Z’A‘\I/]>

Em forma matricial, com a e b os vetores-coluna de componentes a; e b;, e A = (A;;) a matriz

de A na base,
(\I’b)A\Ija):bTAa, bT:(bT b; )
Se A é antilinear, entdo A(A® 4+ p=) = N*AP + p* A=, de modo que AV, = Zj ar AUj: os

coeficientes saem conjugados. Repetindo o célculo,

(U, AT,) = b5 Ay af — (T, AV,) = b Ad*,
ij

com a mesma definicao A;; = (V;, A¥;) e a* o vetor-coluna das componentes conjugadas. A
unica diferencga é a conjugagdo das componentes do vetor sobre o qual o operador antilinear
age. O
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c) O “transposto” AT: impossivel para A linear, antilinear para A antilinear

Procuramos um operador A7 tal que

(U, AT, = (T, ATT,) para todos U,, Uy (%)

Caso A linear. Suponha que exista um operador A” (de qualquer natureza, linear ou nao)
satisfazendo (%), e substitua ¥, — AU, com A\ € C arbitrario. Do lado esquerdo, como A é
linear e o produto interno é linear no segundo argumento,

(Wh, AND,)) = (B, A AT,) = A (T, AT,,).

Do lado direito, a antilinearidade do primeiro argumento do produto interno da, independente-
mente de qualquer propriedade de AT,

(ATq, ATWy) = X (Tq, ATW) = A" (T, AT,),
onde na ultima igualdade usamos (%) com o par original (¥,, V). Igualando os dois lados,
(A=) (T, A¥,) =0 para todo A € C.

Tomando A = i, obtemos (¥y, AV,) = 0 para todos ¥,, ¥p; em particular, com ¥, = AV, segue
|AV,||? = 0 para todo ¥,, isto é, A = 0. Portanto, para qualquer operador linear A # 0 a
equacio (*) é inconsistente: nenhum operador A” pode satisfazé-la. A relacdo correta para A
linear envolve o adjunto,

(Uy, AU,) = (AT, U,) = (T, ATT,)",

e é precisamente a conjugagao complexa do lado direito que a equagdo (x) omite — dai a
obstrugao.

Caso A antilinear. Agora a substitui¢aio ¥, — AV, produz A\* dos dois lados de (x) — a
esquerda porque A(A\V,) = A\*AV¥,, a direita pela antilinearidade do primeiro argumento —, de
modo que a equacdo é consistente. Construimos A’ explicitamente: fixada uma base ortonormal
{¥;}, defina
ATy, = Z(\I/b, AV;) ;.
J
Verificagdo de (*): escrevendo W, = 3. a;¥;,

(Ta, ATWy) = 3 (W3, AT)) (U, Tj) = Za;f (T}, AT;) = (\pb, Azajqu) = (T, AT,),

J

onde na pentltima igualdade usamos a antilinearidade de A (que conjuga os coeficientes a;
ao atravessd-lo, Ay a;¥; = > . a;AV;) e a linearidade do segundo argumento do produto
interno. O operador é tnico: se x também satisfaz (¥, x) = (¥, AV,) para todo ¥,, entdo
(U,, ATU;, — ) = 0 para todo ¥,, logo x = AT,

Finalmente, AT é antilinear: para X\, € C,

AT()\\I/b + ,U\I/c) = Z()‘\Pb + M\Ilcv A\I/J) \Ijj

J
=X (W, AT Wy 4 > (T, AT) Ty = XN AT, + 4 AT,
J J
pela antilinearidade do primeiro argumento do produto interno. Assim, a equacao (x) define um
tnico operador AT, e ele é antilinear, sempre que A o for. ]
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Questao 07 — Tracgos e somas sobre bases ortonormais

(Merzbacher, Ex. 9.15, 9.18 e 9.19; Messiah, P. 7.6)

Em toda a questao, {|K;)}, {|ui)} e {|v;)} denotam bases ortonormais completas do espaco
de Hilbert, de modo que valem a ortonormalidade e a relagdo de completeza (resolugdo da
identidade)

(KilKj) =655, Y |K)IG| =1,

e 0 mesmo para as demais bases. Nas manipulacdes com somas duplas, os termos sao todos nao
negativos (itens a e ¢) ou as somas sdo supostas absolutamente convergentes (dimenséo finita,
ou operadores de classe traco, item b), o que legitima trocar a ordem de soma.

a) A soma .| (a|A|K;)|?
Cada termo é o médulo quadrado de um nimero complexo, |z|* = z 2%, e (a|A|K;)* = (K;|Af|a).

Logo,

S HaAIK) P = 3 (alAIK) (KilATla) = (ol A( 3 KKl )Alla) = (al44T|a).

]

onde usamos a completeza da base. O resultado é a norma quadrada do vetor Af la):

S HalAl) = {al4dllo) = [T o) 0.

Se A é unitdrio, AAT =1, e como |a) é normalizado,
2
> (gl AK)” = (ala) = 1.
i

(1]

A soma é independente de A unitario e da base: é a afirmacgdo de que a linha “a” da matriz
unitaria (a|A|K;) tem norma 1. O

b) Tr A independe da base e Tr(AB) = Tr(BA)

Independéncia da base. Sejam {|u;)} e {|vx)} duas bases ortonormais. Inserindo a completeza
de {|ug)} e trocando a ordem das somas,

> GwilAfu) = 307 (il Al (oglu) = 37 Gorl (3 fuikuil ) A foe) = > (el Al
ik k 7

i k

onde no passo intermedidrio usamos que (vg|u;) (ui|Alvg) = (vg| (Jui)ui|) A|vg) e, em seguida,
a completeza de {|u;)}. Portanto TrA = >, (u;|A|u;) tem o mesmo valor em qualquer base
ortonormal.

Propriedade ciclica. Inserindo a completeza entre A e B e trocando a ordem das somas (0s
fatores (u;|Alu;) e (u;j|B|u;) sdo niimeros, logo comutam),

Tr(AB) = Z (uil ABJui) = Z (uil Aluz) (uj|Blui)

= > gl B(Y ua)l ) Aluy) = 3 (s BAlu) = Tx(BA). O

i J
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c) > il (ug Alv))* = Tr(AAT) = Tr(ATA)

Como no item (a), | (u;i|Alv;)|* = (uilAlv;) (vj]Af|u;), com todos os termos néo negativos — a
ordem da soma dupla é, portanto, irrelevante. Somando primeiro em j (completeza de {|v;)}),

S il Al = 37 Gl A3 fog)wg]) AT fwi) = > (wif AT wi) = Tr(44T);
i, i j i
somando primeiro em i (completeza de {|u;)}),
Sl Al = 3 (o5l AT (3 fuun] ) A fug) = 3 (5] AT Alu) = Tr(414),
,J J ( J

As duas expressoes sdo iguais entre si (o que também segue de Tr(AB) = Tr(BA) do item b,
com B = AT).

Independéncia das bases: Tr(AAT) ndo faz referéncia alguma a base {|v;)} e, pelo item
(b), seu valor ndo depende da base {|u;)} em que é calculado; simetricamente, Tr(AfA) néo

menciona {|u;)} e independe de {|v;)}. Logo a soma _, . | (ui] Av;)|* tem o mesmo valor para
qualquer par de bases ortonormais — ela define a norma (de Hilbert—Schmidt) do operador A,

|A]? = Tr(AfA). O

d) Tr(|u)ul) = (u|u) e Tr(lu)v]) = (v]u)

Calculemos diretamente o caso geral |u)(v| numa base ortonormal {|K;)}. Cada termo da soma
é o produto de dois niimeros complexos, que comutam:

Te(julol) = 3 0] e 1) = 3 ) (w126
—Z ol KG) (i) = (Z\K (Kil) Ju) = (olu).

A soma converge absolutamente porque, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz em £2,

D (Kilu) (v \K|<(Zu<ru) (Zrmv) = [l o) < oo,

ja que |u) e |v) tém norma finita — o que garante que |u)(v| é de classe trago e que o resultado
independe da base, pelo item (b). O caso particular |v) = |u) dd imediatamente

Em particular, para |u) normalizado o projetor |u)(u| tem trago 1. O
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Questao 08 — det(e?) = exp(Tr A)

(Merzbacher, Ezercicio 10.4.)

Seja A uma matriz n x n (real ou complexa). A exponencial de matriz é definida pela série

CtA = ? Ak te R,

absolutamente convergente para todo ¢ (pois ﬂAkH < ||A|]k em qualquer norma submultiplica-
tiva). Provaremos a identidade det (eA) = e "* diretamente dessa expansdo, sem recorrer a
autovalores, em trés passos.

Passo 1: det(1 +€eB) =1+ €eTr B+ O(e?)

Lema. Para qualquer matriz B, n X n,
det(1 4+ €eB) =1+ ¢ Tr B+ O(€?),

e o termo O(€?) tem coeficientes polinomiais nos elementos de B (logo permanece uniformemente
O(€%) se B = B(e) tiver elementos limitados quando € — 0).

Demonstragio. Pela definicdo do determinante (fé6rmula de Leibniz),

det M = Z sgn(o) ﬁMw(i),
i=1

O'ESTL

onde S, é o grupo das permutacoes de {1,...,n}. Para M = 1 + €B temos M;; = 0;; + €B;;.
Separamos a soma em duas partes:

(i) Permutagdo identidade (o = id, sgn = +1):
n

H (1+€Bi) =1+ 623”' +0(?) =1+¢ Tr B+ O(%).
i=1 i=1

(ii) Permutagdes o # id: toda permutacao diferente da identidade desloca pelo menos dois
indices, isto é, existem ao menos dois valores de i com o(i) # i. Para cada um deles o
fator correspondente ¢ puramente fora da diagonal, M;,; = €B;,(;) = O(€). O produto
I1; M; @y contém portanto ao menos dois fatores de ordem ¢, sendo O(€?).

Somando as duas contribui¢oes obtém-se o lema; todos os coeficientes das poténcias de € sdo
polinémios nos B;;, o que d4 a uniformidade afirmada. O

Passo 2: F(t) = det(e) satisfaz F'(t) = (Tr A) F(t)
Primeiro, a propriedade de grupo elttad — otA ged segue da propria série: como tA e €A
comutam, o produto de Cauchy das duas séries absolutamente convergentes e o teorema binomial
dao

m tk: m—k

p A = 5 O™ e
ot Aped — sz'm o :Z mf AT = (t+aA

m=0 k=0 m=0

Como o determinante de um produto é o produto dos determinantes,

F(t+¢€) =det (etAegA) = F(t) det (eGA).
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Agora expandimos ¢! em e:

ek

—1
k _
—AF =4+ 0(),

e =14 eC(e), C(E)EA—{—Z k:
k=2

com C/(e) limitada quando € — 0. Pelo Lema do Passo 1 (na forma uniforme),
det(eeA) =14+eTrC(e) + O(e?) =14 € Tr A + O(¢%),
pois TrC'(e) = Tr A + O(e). Logo

Flt+e —F(t) _ P(t) det(ed) =1 _ F(t) [TrA+0(e)] — (TrA)F(t),

€ € e—0

ou seja, F' é diferencidvel em todo t e
F'(t) = (Tr A) F(t), F(0) =det1 = 1.
Passo 3: integracao da equacao diferencial
Defina G(t) = e* T4 F(t). Entdo
G'(t) = e tTrA [F'(t) — (Tr A) F(t)] =0 para todo ¢,
de modo que G é constante: G(t) = G(0) = F(0) = 1. Portanto
F(t) = det (etA) —etTr4 para todo t € R.

Em particular, tomando ¢t = 1,

det (eA) e

Note que em nenhum momento usamos autovalores ou a forma de Jordan de A: apenas a série
de €4, a definicio de determinante e a multiplicatividade det(MN) = det M det N. O
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Questao 09 — Base ortonormal, projetores e funcoes de operador
em duas dimensoes

(Desai, Problema 1.1.)

Definimos os vetores de estado como matrizes-coluna

= (o) le= (7).

cujos conjugados hermitianos (transposta + conjugacao complexa) sdo as matrizes-linha
(o] =(1 0),  (az]=(0 1).

O produto interno (o;|ej) é o produto matricial linha x coluna (um ntimero), e o produto
externo |o;)aj| é o produto coluna x linha (uma matriz 2 x 2).

a) Ortonormalidade

Calculando os quatro produtos internos:

1

(nfon) = (1 0) <O> —1, (asfan) = (0 1) (?) 1,
(aq]ag) = (1 0) (g) =0, (azlar)=(0 1) (é) = 0.

Logo (a;|aj) = 6;5: os vetores sdo normalizados e mutuamente ortogonais. O

b) Qualquer coluna é combinagio linear dos |«;)

Para a,b arbitrarios (reais ou complexos),

()= (6) + () = (5) #+(3) = s b1

Os coeficientes sao tnicos e dados pelas projecoes: escrevendo |1)) = a|ay) +b|asz) e usando (a),

() =a,  (a2lp) =0

Portanto {|a1),|a2)} gera todo o espaco das matrizes-coluna 2 x 1 e é uma base. O

c) Os produtos externos |o;)a;| como operadores

O produto coluna x linha produz matrizes 2 x 2:

aken = () 1 0= (5 0). akaal = () 0 D= (§ o).
\a2><a1\:<(1’> (1 o):(? 8) !a2><az!=<(1)> (0 1)2(8 (1)>

Sendo matrizes 2 x 2, cada |o;)(a;| age linearmente sobre as matrizes-coluna, isto é, é um
operador linear no espago de estados. Sua acgdo tem a forma caracteristica

(la)e]) [9) = lew) (e51¢) ,

ou seja, projeta na direcao |a;) e devolve o resultado na direcao |oy). O
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d) Relagao de completeza

Somando os dois produtos externos diagonais de (c):

i\aiXail = <(1) 8) + (8 (1)) = <(1) (1)> = Taxo. O

e) A como combinagao linear dos |o;)«;|

Usando as quatro matrizes de (c),

alogfai| + blogYaz| + clog)ai| + dlag)aa| = (CCL Z) = A.

Isso é um caso particular da identidade geral obtida inserindo duas vezes a completeza de (d):

2 2
A=1A41= Z la) (il Alag) (o] = Z (@il Alay) |ai)agl,

i,j=1 i,j=1

com elementos de matriz (a1]|A|a1) = a, (a1]A|az) = b, (a2|Alar) = ce (az]Alaz) = d. Os
|a; )(cvj| formam, portanto, uma base do espago dos operadores 2 X 2. O

f) Acom Al|a) =+]|a1) e Alag) = — |ag)

Impondo as duas condicbes de autovalor sobre A = ( )

= (¢ 96)-()2+() = wne
mw@@®aw<9iww}1

Portanto os elementos de matriz sdo a =1, b = 0, d = —1, ou seja,

A= (p &) = lonn] = k.

que é exatamente a matriz de Pauli og3. ]

g) BY? e InB para B = (;1 i)

Diagonalizagdo. O polindmio caracteristico é
det(B—A1)=(4—-X)?—-9=0 = 4-A=%3 = b =7, by=1L1

Os autovetores normalizados correspondentes sao

bl wmn w5 () e
1

como se verifica diretamente: B (1) = (;) eB <_11> = ( 1) Sendo B hermitiana, (by|be) =

0 e os projetores espectrais

1/1 1 1/1 -1
P1 = ‘b1><b1‘ = 5 (1 1) s Pg = ’bg><bg’ = 5 <_1 1 )



satisfazem P,, P, = ;unPp € P + P, = 1. A decomposicao espectral fica

B 1741 T—1\ (4 3
B_7P1+1'P2_2<7—1 7+1>_<3 4)'/

Funcio de operador. Para uma funcao f definida nos autovalores, o calculo funcional da

F(B) =Y f(bn) [ba)bal = F(7) P+ f(1) Py,

definicdo consistente gracas a P, P, = d,n, P, poténcias (e séries) de f(B) agem autovalor a
autovalor.

Raiz quadrada. Como by, bs > 0, tomamos a raiz positiva:

VT+1 ﬁ—l)

1
BY2 - 7P 1P ==

Verificagdo: usando a ortogonalidade dos projetores,

(BY?)? = 7P} + VT (P.Py+ P,P)+ P} =TP,+ P, = B.Y

Logaritmo. Com In7 e lnl =0,

In7 In7
B w711\ [ 2
2 2

Verificagdo: In B tem os mesmos autovetores |b,), com autovalores Inb,,; logo

emP =N €Mt (b )by = TP +1- P, = B. O
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Questao 10 — Transformada de Cayley e forma exponencial de
um operador unitario

(Desai, Problema 1.3)

Ao longo da questdo, U é unitério, UTU = UUT =1, e o espaco de kets tem dimenséo finita.

a) U= (1+iK)(1—-iK)', com K hermitiano
Invertibilidade de 1 — iK. Seja K = K'. O adjunto de (1 —iK)|[¢) é (| (1 + iK), e
(1+4iK)(1 —iK) =1 + K?; logo, para todo ket |¢),

1L —K) [9)|* = (L +iK)(L = iK)[) = WIL+ K2[p) = [[9) 7 + K [)l* = [14)]1*

Assim (1 —iK) 1) = 0 forga |¢)) = 0: o nucleo é trivial e, em dimensao finita, 1 —iK é invertivel.
(Equivalentemente: K hermitiano tem espectro real, e os autovalores 1 — ik, k € R, de 1 —iK
nunca se anulam.) O mesmo argumento vale para 1 + iK.

Os fatores comutam. 1+ ¢K e 1 — ¢K sdo polinémios em K, portanto
(1+iK)1 —iK)= (1 —iK)(1+iK)=1+ K~
Multiplicando essa igualdade por (1 — ¢K )*1 a esquerda e a direita obtém-se
(1 —iK) Y1 +iK) = (1 4iK)(1 —iK)™!,

1+:K
1K
Unitariedade. Como [(1 —iK)_l]T = [(1—iK)T] = (1+iK)~!, temos UT = (1+iK)~1(1—
iK) e, usando a comutatividade dos fatores,

de modo que a notagdo de “fracao” U =

nao é ambigua.

UU =1 +4iK)" Y1 —iK)(14+iK)(1 —iK) ™' = (14 iK) " (1 +iK)(1 —iK)(1 —iK)™t =1,

e, de modo idéntico, UUT = 1.

Reciproca: todo unitario sem o autovalor —1 é desta forma. Se U |u) = A|u) com

lu) # 0, entdo |[|u)]|® = (u|UTU[u) = |A?[]|u)]|?, logo |A|] = 1. Suponha que —1 ndo seja

autovalor de U; entdo 1 + U é invertivel e podemos definir
K=i(l-U)14+0)"'=i(1+U)"'(1-0),

onde os fatores comutam pelo mesmo argumento anterior (ambos sao fungoes de U). Esse K é
hermitiano: usando Ut = U1,

1-Ul=-v'1-vu), @+uhH'=[wlta+u)"

=(1+U)"'U,
logo
Kl=—i1+UHY '@ -UY=-i@+0)"'U[-U'1-U)]=i(1+U)'1-U) =K.
Finalmente,
1+iK=1-1-0U)1+U)"'=[1+U)-1-U)](1+U)"'=201+0U)"",
1-iK=1+1-U)1+U)"'=[1+0)+Q-U)]Q+U) ' =2(1+U)"",

donde

(1+4iK)(1—iK) ' =201+U)"-ta+0)=U.
Espectralmente, se U [n) = e® |n) com 6, € (—m,7), entdo K |n) = tan(,/2)|n), pois
1+ itan(0/2) " - . , , .
——————= = ¢"; a exclusao do autovalor —1 (isto é, § = ) é exatamente a condigdo
1 —itan(0/2)

para que tan(f/2) seja finito. O
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b) U = ¢“, com C hermitiano

U é normal, pois [U, UT} =UU'—U'U =1 —1 = 0. Pelo teorema espectral existe, entdo, uma
base ortonormal {|n)} de autokets, (n|m) = dp,, com

U=> Xnln)nl,

0

e jA mostramos que |\, | = 1; escrevemos \,, = €'" com 0,, € (—m, 7] real. Defina

C=> Onn)n|.

Como os 6, sdo reais e (|n)n|)T = [n)(n|, vale CT = C. Da ortonormalidade segue |[n)(n| |m)Xm| =
Snm |n)n| e, portanto, CP? = " 60F |n)(n| para todo p > 1. Usando a série de poténcias e, no
termo p = 0, a relacdo de completeza 1 = |n)n|,

e’ = z_;) (iC')p =>_ |2 (if;;)P In)n| = e n)n| =U.

p: n p=0 n

Ao contrario da transformada de Cayley, esta representagdo nao exige excluir o autovalor —1
(basta tomar 6,, = 7). O

c) U=A+iB: A e B comutam; expressao em termos de C

Decomposicao hermitiana. Defina

T —_yut
EU+U BEU U.

A , -
2 21

Claramente AT = A, Bf = Be A+iB =U. A decomposicio é tnica: se U = A+ iB com A, B
hermitianos, entdo UT = A — iB e, somando e subtraindo, recuperam-se as férmulas acima.

Comutagao. Pela bilinearidade do comutador,

1 1 1
A,B] = —|U+Ut,Uu- UT} - —,(—[U,UT} " [UT,U]) — _f.[U,UT} _o,
44 44 24
pois UUT = UTU = 1. Logo A e B comutam para todo U unitario (na verdade, para todo U
normal).

Em termos de C. Como CT = C, o adjunto termo a termo da série dd UT = (e!“)1 = e7¢ e
entao

ezC + efiC o (_1)p 2 eiC _ efiC e (_1);0 C2r+1
A= =cosC = —_— B=-——— =sinC = A
2 pz:;) 2p)! 2i ; (2p+ 1)

Ambas as séries tém coeficientes reais em poténcias do operador hermitiano C, logo A e B séo
hermitianos e, sendo fung¢ées do mesmo operador C, comutam entre si — em pleno acordo com
o resultado anterior. Como verificacdo adicional, a unitariedade da

1=U'U=(A—-iB)(A+iB) = A+ B> +i[A, B] = A’ + B?

isto é, cos? C' +sin?C = 1. O

22



Questao 11 — Autokets simultaneos de dois observaveis que co-
mutam

(Sakurai, Problema 1.23)

Na base ortonormal {|1),]2),|3)}, os operadores sdo representados por

a 0 0 b 0 0
A=|0 -« 0|, B=l0 0 -ib],
0 0 -a 0 i 0

com a e b reais e ndo nulos. Ambos sdo hermitianos: A é diagonal real e a submatriz 2 x 2 de
B é boy, com oy a matriz de Pauli, que é hermitiana.

a) O espectro de B é degenerado?

O polindémio caracteristico de B é

-\ —ib

det(B — A1) = (b— \)det ( b

) = (b= =) =—-(A-b>*\+b).

Os autovalores sao, portanto, A = b (multiplicidade 2) e A = —b (multiplicidade 1). Sim: para
b #£ 0, o espectro de B é degenerado — o autovalor b é duplamente degenerado, com autoespago
bidimensional. (Se fosse b = 0, a degenerescéncia seria total e trivial, B = 0.) O

b) A e B comutam

Multiplicando as matrizes nas duas ordens,

a 0 0 b 0 0 ab 0 0
AB=[0 —a 0 0 0 —ibl=1]0 0 iab |,

0 0 -—a 0 b O 0 —iab O

b 0 0 a 0 0 ab 0 0
BA=[0 0 —ib 0 —a 0 ]=10 0 iab |,

0 b O 0 0 -—a 0 —iab O

logo [A, B] = AB — BA = 0. A razao estrutural: na decomposicao {|1)} @ span{|2),|3)} ambos
os operadores sdo bloco-diagonais e, no bloco bidimensional (o autoespago degenerado de A com
autovalor —a), A reduz-se ao multiplo —a 1 da identidade, que comuta com qualquer operador
ali definido. O

c) Base ortonormal de autokets simultineos

Como A e B sao hermitianos e [A, B] = 0, existe uma base ortonormal de autokets simultaneos.
Vamos construi-la.

O ket |1). Diretamente das matrizes, A|1) =a|l) e B|1) =b|1): |1) ja é autoket simultaneo.

O subespacgo span{|2),|3)}. Nesse subespago A age como —a 1; logo qualquer autoket de B
ali é automaticamente autoket de A com autovalor —a, e basta diagonalizar B. Para |¢) =
c2]2) + ¢c313), a equacdo B |¢) = A |¢) 1é-se

0 —ib\ [c2\ | (e o oo
(ib 0 ) (C?) =\ (c?,) < —ibcg = Aco, itbcog = Aes.
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Para A = +b obtém-se c3 = ico; para A = —b, c3 = —ico. Normalizando e fixando a fase

ca = 1/+/2, definimos ,
lut) = ﬁ(m +1i[3)).

Verificagdo explicita. Das colunas de B 1é-se B |2) = ib |3) e B |3) = —ib |2), logo

1

Blus) = —= (i 18) & i(=i0) 12)) = = (46 [2) + ib 13)) = £b—=(12) £113)) = b Ju).

1
V2

S

2
e, como A|2) = —a|2) e A[3) = —al3),
Alug) = —a |ug).
Os trés kets sdo ortonormais: (1|uy) = 0 trivialmente,
fuchus) = 5 (2154 3) (2) £ 3) = 50 +1) =1,

(s lu) = 5 (@21 i (8) (12~ i13) = ;1 1) =0

Resumo dos autovalores.

autoket simultaneo autovalor de A autovalor de B
1) a b
uy) = —=(12) +13) —a b
V2
1 .
lu—) = —(I2) —i|3)) —a —b

V2

A especificacao dos autovalores caracteriza cada autoket? Sim. Nenhum dos operadores
caracteriza sozinho a base: A ndo distingue |uy) de |u_) (ambos tém autovalor —a) e B nao
distingue |1) de |u4) (ambos tém autovalor b). Mas os pares (a,b), (—a,b) e (—a,—b) s@o dois a
dois distintos, pois a # 0 e b # 0. Assim, a especificacdo simultdnea dos autovalores de A e de
B determina univocamente cada autoket (a menos da inevitavel fase global): o conjunto {A, B}
constitui um conjunto completo de observaveis compativeis para este espaco tridimensional. [
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Questao 12 — Operadores normais e seus autovalores

(Weinberg, Problema 3.4)

Seja A um operador linear, ndo necessariamente hermitiano, satisfazendo
[A,Aq —0

(operador normal). Observamos primeiro que, para todo « € C, o deslocamento por um multiplo
da identidade preserva a normalidade:

[A—an,AT —a*]l} - [A,A*] —0,

pois multiplos de 1 comutam com qualquer operador; note ainda que (A — o) = AT — o*1.

a) Relagao entre os autovalores de A e de Af
Afirmacdo. Se A|a) = a|a) com |a) # 0, entdo
Al |a) = o |a) :
todo autoket de A é também autoket de Af, com o autovalor complexo-conjugado.

Demonstragio. O adjunto do ket (AT—a*)|a) é o bra (a| (A—«). Logo, usando a normalidade
na segunda igualdade e (A — a) |a) = 0 na terceira,

2
|caf = a) jy||” = fal(4 = a)(at - a*)la) = (al(AT ~ a")(4 = a)la) = 0.
Como o produto escalar é positivo-definido, um ket de norma nula é o ket nulo:
(AT —a") ) =0 = Alla)=a"|a).

Portanto todo autoket de A é autoket de AT com autovalor conjugado; e, como A também é
normal, com (A")f = A, 0 mesmo argumento aplicado a A' fornece a inclusio reciproca. Assim
A e A' tém exatamente os mesmos autokets, e o espectro de AT é o complexo-conjugado do
espectro de A. Dois casos particulares conhecidos ficam unificados: se A é hermitiano (AT = A,
trivialmente normal), entdo o = « e os autovalores sdo reais; se A = U é unitario (normal, pois
UUT =UU =1), entdao AT =U"1 e a*=a7!,isto §, |a| = 1. O

b) Ortogonalidade de autokets com autovalores distintos
Sejam
Alag) = ag|aq), Alag) = ag|az), a1 # as.

Calculamos o elemento de matriz (a1|A|ag) de duas maneiras. Agindo com A & direita,

(a1]A|az) = az (]az).
Agindo & esquerda: pela parte (a), AT |a;) = af]a1) e, tomando o adjunto dessa equacio,
(1| A = a1 {aq]; logo

(a1]Alaz) = a1 (]az).
Subtraindo as duas expressoes,

(a1 — az) (a1|az) =0,
e, Como «aq # o,

(a1|ag) = 0.

Autokets de um operador normal associados a autovalores distintos sdo, portanto, ortogonais
— exatamente como no caso hermitiano, ainda que os autovalores sejam complexos. (Note que
aqui a parte (a) foi essencial: sem AT |a;) = af |a1) ndo saberiamos como A age & esquerda em
(o1].) E esse o contetido do teorema espectral em dimensio finita: os operadores normais sio
precisamente os diagonalizaveis por uma base ortonormal de autokets. ]
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Questao 13 — Invariancia sob transformacgoes unitarias
Sejam A e B operadores relacionados por uma transformacio unitaria U,

B=UAUT, U'v =uvut =1.

a) TrA=TrB edetA=detB

Estabelecemos primeiro a propriedade ciclica do traco. Seja {|n)} uma base ortonormal com-
pleta, > |n) (n| = 1. Para dois operadores quaisquer X e Y,

Tr(XY) =Y (n|XY|n) =) (n|X|m) (m|Y|n)

=" (ml¥n) (nlX|m) = 3" (m|Y X|m) = Tr(Y X),

onde inserimos a resolucdo da identidade entre X e Y, trocamos a ordem dos fatores em cada
termo — o que é permitido porque os elementos de matriz sdo niimeros complexos e portanto
comutam — e reindexamos as somas (finitas). Aplicando a propriedade ciclica com X = UA e
Y =UT,
TrB =Tr (UAU') = Tr (U'UA) = Tr(1 A) = Tr A.
Para o determinante usamos a propriedade multiplicativa det(XY) = det X detY. Como
det U e det UT sdo ntimeros complexos, eles comutam entre si e com det A, de modo que

det B = det (UAU') = det U det A det UT = det A det (U'U) = det A det 1 = det A.
Note que nao foi preciso usar |det U| = 1 separadamente: a unitariedade entra apenas através

de UTU = 1. O

b) Invaridncia de relagoes algébricas

Sejam A1, Ao, ... operadores satisfazendo a relagao algébrica
F(A,) = col + ZCiAi + Zcz‘inAj + - =0,
i irj
com coeficientes complexos ¢y, ¢;, ¢ij, . .., e defina B; = UA;U f)
Lema (covaridncia dos mondémios). Para todo k > 1 e quaisquer indices i1, ..., ik,

By Biy---Bi, =U Ay Ay, - Ay U

Demonstragdo por inducdo em k. Para k =1 é a prépria definicdo. Supondo o resultado valido
para k — 1 fatores,

By -+ By Bi, = (UA; -+ Ay, JU)(UAUY) =UA;, - Ay, (UTU)A U =UA,;, - A, U,

Tg—1
pois UTU = 1. Isso conclui a inducéo.

O termo constante também é covariante: col = cULUT = U (co]l)UT. Como a aplicagao
X — UXUT é linear, ela pode ser distribuida termo a termo na soma que define F':

F(By) = col+Y c;UAUY iy UAAU M+ =U [ col + > cidi+ > cijAidj+--- | U,
( 2 ( i,J
isto é,
F(B)=UF(A)U =U0U" = 0.

Portanto toda relagdo algébrica entre operadores é preservada por transformacoes unitarias.
Em particular, relagoes de comutacado como [Aj, As] — i1l = 0 (que é da forma acima, com
F = A1 As— A2 A; —il) permanecem vélidas para os operadores transformados: [By, Bo] =i1. E
por isso que descrigoes relacionadas por transformacao unitaria sao fisicamente equivalentes. [
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Questao 14 — Expansao de (A — A\B)~! em poténcias de )

Hipéteses. Supomos A invertivel, isto é, que exista A™! com AA™! = A7'4 = 1. Essa
hipdtese é indispensdvel: em A = 0 a expressao se reduz a (A — )\B)_l})\zo = A~!, de modo
que uma expansiao em poténcias inteiras de A em torno de A = 0 s6 pode existir se A~! existir.
Supomos também, por ora, que A — AB seja invertivel para A suficientemente pequeno — o que
serd justificado a posteriori pela convergéncia da série.

Derivacao da identidade basica

Seja X = (A — AB)~!. Por definicdo,
(A-=AB)X =1 = AX =1+ ABX.
Multiplicando & esquerda por A~! obtemos a identidade exata

X=A14+ ) A"'BX, istoé, (A-AB)'=A14XA'B(A-AB)"L

Iteracao

A identidade acima expressa X em termos dele préprio, com o termo autorreferente acompa-
nhado de um fator A extra. Substituindo a identidade nela mesma uma vez,

2

X=A"+XAT"B(AT"+XA'BX) = A"+ XAT'BAT + N3 (AT1B)X,

e, ap6s N substitui¢oes (indugdo imediata em N),
N
X =3 A"(A71B)" A 4 AV (Aip) Ty
n=0

O resto é de ordem AV*!: tomando N — 0o obtemos a expansao desejada,

(A=AB)'=> A" (A7'B)"A => " xr AT (BATY)"
n=0 n=0

=A ' NAT'BAT 4+ N2 AT BATIBAT -

As duas formas escritas sdo o mesmo produto lido de maneiras diferentes: (A_lB)nA_l =

A_I(BA_I)TL, pois ambos sdao o produto alternado A'BA™'B..- BA~! com n fatores B e
n+ 1 fatores AL
Equivalentemente, a mesma série resulta de fatorar A — AB = A(]l — /\Ale) e usar a série

geométrica (de Neumann) (1 — /\C)f1 =2 >0 A"C" com C = A~IB:
(A=AB)™ = (1-2A7'B) A7t =Y an(47iB) AL
n=0

Verificagao direta

Multiplicando a série S =3, - A (A7IB)" A~ & esquerda por (A — AB):

(A=AB)S =) A A(AT'B)"A™" = Y A" B(A'B)"AT".
n=0 n=0
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o -1

Na primeira soma, o termon = 0 vale AA~! = 1 e, paran > 1, fl(A*lB)nA*1 = B(Ale)" AL
Renomeando n — n + 1 na primeira soma, seus termos com n > 0 cancelam exatamente, ordem

a ordem em ), os termos da segunda soma (série telescopica), restando

(A—AB)S=1.
O mesmo célculo com a forma S = > A"A~1(BA™1)" d4 S (A — AB) = 1, confirmando que S
¢ inversa bilateral. O

Discussao: convergéncia e nao comutatividade

Convergéncia. Para operadores limitados num espaco de Hilbert, a norma de cada termo satisfaz
[Am(AT By ATH| < A" AT B AT

com série geométrica) sempre que

, de modo que a série converge em norma (comparagao

1

IM[|ATIB|| < 1, em particular se A < 57
| | [A=HIBI

Nesse regime, 1 — AMA~'B é de fato invertivel e, portanto, A — AB também é — o que justifica
a posteriori a hipétese feita no inicio, e mostra que o resto ANTH (A1 B)N*T1X vai a zero em
norma quando N — oco. Se A~! ou B nao forem limitados, a expansao deve ser entendida como
série formal em poténcias de A (sentido perturbativo, ordem a ordem), que é exatamente o uso
que dela se faz em teoria de perturbacoes.

Ordem dos fatores. Em geral [A_I,B] # 0, e por isso ndo é licito reagrupar os fatores
como A"B"A~(TD ou XA~ Bn. g estrutura intercalada A"'BAT!B..- BA™! deve ser
preservada. Apenas no caso particular em que [A_l, B] = 0 a série colapsa na forma ”escalar”

S, APBAT( D Cangloga a o =30 A"/t
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Questao 15 — Operadores unitarios

Ao longo desta questdao, U denota um operador unitario: UTU = UUT = 1, de modo que U é
invertivel com U~ = UT.

a) Operador unitario com U? = U
Como U é unitério, existe U~! = UT. Multiplicando a relacio U? = U & esquerda por U1
vlrr=v'v = U=1

Interpretacdo: a condicdo U? = U é a condicdo de idempoténcia que define os projetores; o
unico projetor invertivel (e, em particular, o inico unitério) é a identidade, pois todo projetor
P # 1 aniquila os vetores ndo nulos do subespaco sobre o qual 1 — P projeta, e portanto nao é
injetor. ]

b) Médulo dos autovalores de um operador unitario
Seja |u;) um autovetor ndo nulo de U com autovalor u;:

Tomando o adjunto da equagdo de autovalores, (u;|UT = u} (u;|. Calculamos (u;|UTU]|u;) de
duas maneiras. Pela unitariedade,

(il UTU |ui) = (us[ W fui) = (uilui) .
Pela equacgao de autovalores e seu adjunto,
(il UTU gy = (uf (ual ) (s ) ) = [wal? ualus) -

Igualando e dividindo por (u;|u;) # 0:
lui|> = 1.

Os autovalores de um operador unitario vivem, portanto, no circulo unitario: u; = €*¥* com ;
real. O

c) Operador unitario e hermitiano
Se Ut =U e UTU =1, entéo
U?=U'U =1.

Seja U |u) = u |u) com |u) # 0. Aplicando U novamente, U? |u) = u? |u) = |u), logo (u?—1) |u) =
Oe

u = +£1.
De forma equivalente: a hermiticidade exige u real e o item (b) exige |u| = 1; a intersecao é
{+1,—1}. Sendo hermitiano, U é diagonalizdvel com autoespagos ortogonais, e pode-se escrever
U=P, - P, P+ P =1,

com Py os projetores ortogonais sobre os autoespagos de *+1; ou seja, todo operador simultane-
amente unitdrio e hermitiano é da forma U = 1 — 2P_, uma "reflexao”.
Exemplos. As matrizes de Pauli,

(o1 (0 =i (v 0
== \1 o) v=\i o) == \o -1)

sdo hermitianas e satisfazem a,% = 1, logo sdo também unitarias, com autovalores +1. Outros
exemplos: o operador paridade 7 (com 7! = 7 e * = 1, autovalores &1 correspondendo a
estados pares e impares), o operador de troca de duas particulas idénticas e, trivialmente, a
propria identidade 1. ]
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d) As partes hermitiana e anti-hermitiana de U comutam

Todo operador se decompoe de forma tnica em partes hermitiana e anti-hermitiana; para U
escrevemos U = A 4+ iB com

_U+UT
==

A A, B =

Impondo a unitariedade nas duas ordens:
U'U=(A-iB)(A+iB) = A%+ B? +i[A,B] = 1,
UUT = (A+iB)(A—iB) = A>+ B?> —i[A,B] = 1.
Subtraindo as duas equagdes, 2i[A, B] = 0, isto é,
[4, B] =0,

e somando-as,
A2+ B2 =1.

Consequentemente U é normal:
[U, UT} — [A+iB,A—iB] = —2i[A,B] =0,

e, pelo teorema espectral, U é diagonalizavel por uma base ortonormal. Mais precisamente: A e
B sao hermitianos e comutam, logo admitem uma base ortonormal comum de autovetores {|n)},

Aln) =an|n),  Bln)=bn|n),  an,bn €R,
e nessa base
Uln) = (an + iby) In) .
De A? + B? =1 segue, em cada autovetor, a propriedade dos autovalores:
aZ +b: =1,

0

ou seja, u, = a, + ib, = e'» com a,, = cos b, e b, = sinf, — em acordo com o item (b). O

e) U=A+iB com [A,B]=0

A decomposicio pedida é exatamente a construcao explicita do item (d): A= (U+U")/2e B =
(U —UT1)/2i sao hermitianos e somam U = A+iB. A comutagio pode ser verificada diretamente,
sem passar pelas equacdes de (d): como UUT = UTU = 1, tem-se [U, UT} =1 -1 =0, e entao,
pela bilinearidade do comutador,

[AvB]zé%Z.[U+UT, U—UT} :i(— [U,UT} + [UT,UD —

4 %(_Q[U’UTD:O’

1)

onde os termos [U, U] e [U f U‘L] se anulam identicamente. Em palavras: A e B sdo combinacoes
lineares de U e UT = U~!, que comutam entre si; logo A e B comutam. O

30



f) U = ¢ com F hermitiano é unitario

Defina U pela série exponencial,

U:eiF:i(iF)n

n!
n=0

(convergente em norma para F' limitado; para F' auto-adjunto nao limitado a definigdo é feita
via teorema espectral, com as mesmas conclusdes). Tomando o adjunto termo a termo e usando

(GF)")" = (GF))" = (=iF!)" = (~iF)", pois F! = F:
oo . n
T o G2 T
U= Z = e .
n=0
Os operadores iF' e —iF comutam trivialmente, e para operadores que comutam vale eXe¥ =

eX*Y (o produto de Cauchy das séries reorganiza-se pelo binémio de Newton, que exige apenas
[X,Y] =0). Logo

Ul =e e =" =1,  UU'=ee ™ =1,
e U é unitario. O

g) U=A+iB=¢l: determinagdo de A e B

Separando a série exponencial em poténcias pares e fmpares, e usando i2F = (—l)k e 2+l =
i(—1)*:

F inFm B & (_l)kFQk . e (_1)kF2k+1 _ o
e _T;]TL!_;OW+Z;](2]€—|—1)!_COSF+ZSIDF,

onde cos F' e sin F' sdo definidos pelas respectivas séries de poténcias. Identificamos portanto
A=cosF, B =sin F.
Verificagdo de que esta é exatamente a decomposigao dos itens (d) e (e):

e A e Bsao hermitianos: sdo séries de poténcias de F = F' com coeﬁcientes reais, logo AT = A
e Bf = B. De fato, A = (ZF+6_ZF): (U+UT)eB (ZF e_ZF):%(U—UT),
que s@o0 precisamente as partes hermitiana e anti-hermitiana de U.

o [A, B] = 0: ambos sdo fung¢des do mesmo operador F, e quaisquer duas séries de poténcias
de F' comutam.

o A%+ B? = cos? F 4 sin? F = 1: como tudo comuta, a identidade trigonométrica vale ope-
ratorialmente (multlphcagao das séries, ou diretamente cos? F + sin? F = ( iF 4 et )

%( P —zF) —]l)
Na base espectral de F', com F'|f,) = fun|fn) € fn real,
Alfn) = cos fnlfn) B fn) = sin fu |fn) Ulfn) = ¢'n | fn) s

de modo que a,, = cos f, e b, = sin f, satisfazem a2 + b2 = 1, em pleno acordo com o item
(d). O
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Questao 16 — Produto interno de Hilbert—Schmidt

(Nielsen & Chuang, Exercicio 2.39)

Seja V' um espago de Hilbert de dimensao finita d e seja Ly o espago vetorial (complexo) dos
operadores lineares sobre V. Fixamos uma base ortonormal {|j >}§l:1 de V', na qual todo A € Ly
possui elementos de matriz Aj, = (j|A[k).

a) (A4, B) = Tr(A'B) é um produto interno

Linearidade no sequndo argumento. Para z,w € Ce A, B,C € Ly, a multiplicagdo de operadores
é linear em cada fator e o traco é linear, logo

(A, zB+wC) = Tr(AT(zB +wC)) = z Tr(ATB) +w Tr(ATC) = 2(A,B)+w(A,CQC).

Simetria conjugada. Primeiro note que, para qualquer X € Ly,

ISH
ISH

XN =3 Gixty) = S0 GIXT = (Trx)”

j=1 j=1
Aplicando isso a X = BT A e usando (BTA)T = A'B,
(B,A)* = [Tr(B'A)]" = Tr[(B'A)T] = Tr(4IB) = (4,B).

(Das duas propriedades acima segue também a antilinearidade no primeiro argumento, como
deve ser num produto interno sesquilinear.)

Positividade. Calculando na base ortonormal,

ISH

(4,4) = Tr(AT4) = ) (j|ATAlj) = Z A Z | Ak

j=1 7,k=1

A igualdade (A, A) = 0 ocorre se e somente se A|j) = 0 para todo j; como {|j)} é uma base,
isso equivale a A = 0. Portanto (A4, B) = Tr (ATB) é um produto interno em Ly . O

b) dlm LV = d2
Defina os d? operadores elementares
Eje = liXkl, . ke{l,...,d}.

Eles geram Ly : pela relacao de completeza 1 =, |j)j|, todo A € Ly se escreve

d
A= 1AL = 3 i)l A kK ZAM
4.k=1 4.k=1

Eles sdo ortonormais (e, portanto, linearmente independentes) no produto interno do item a):
como E;.rk = Eyj,

(B Bum) = Te(I)] [D0ml) = (1) Te([k)ml) = Gl Gmlk) = 850 6m.

De fato, se Zj,k cikEjr = 0, entdo 0 = (Elm,ZM cjkEjk) = Cjm para todos [, m. Assim {E;}
é uma base (ortonormal) de Ly com d? elementos, e

dimLy = d°. O

32



c) Base ortonormal de matrizes hermitianas

Construimos explicitamente a familia de d? operadores

Eix + Eg; Z(Ek—Ek)
Dy =Ey, (1<k<d), Sip = =Ll Ay = —1 12 (1 <k<d
k=L (1<k<d) ik 7 ik 7 (1< )
Hermiticidade. Como E;Lk = Ey;:
Eii+ FE; —i(Ey; — Ejk)
o B o b E o k k)
D, = Eg, = Dy, Sjk = # = Sjk, Ajk = # = Ajp.
Ortonormalidade. Usamos a sesquilinearidade do produto interno e (Ejk, Elm) = 0;10km. Para

as normas (com j < k, logo (E]-k,Ekj) =0):
(Dy, D) = (Ek Egi) = 1,
(Sjk: Sjk) = %[(Ejkijk) + (Ejk: Exj) + (Erj» Ee) + (Erj Eka)} =3 [1+0+0+1]=1,
(A Age) = C9D (B Bge) — (Ejns Erg) = (Brgs Eyn) + (Bg, Bg)| = 3 [1+1] = 1.

Para os produtos cruzados com o mesmo par j < k:
(Dy, Sji) = %(51]'5% + Oukdy;) =0, (Dy, Aji) = %(5135% — 8ikdy;) =0,
pois j # k impede d;;6;;, # 0; e
(Sits Ajt) = §| (B Ejt) = (B Buy) + (Eujs By) = (i, Big) | = 5[1-04+0-1] = 0.
Finalmente, se {j,k} # {l,m} s@o pares distintos, todos os produtos (Ejk,Elm), (Ejk;Eml)

etc. envolvidos se anulam, de modo que operadores associados a pares de indices distintos sao
automaticamente ortogonais.

Contagem. Sao

d+ = 5 =d+dd—-1) = d*
—— N——
Sk A

operadores hermitianos ortonormais num espaco de dimensdo d? (item b); logo formam uma
base ortonormal de Ly constituida inteiramente de matrizes hermitianas. O

Observagio. Para d = 2 recuperamos, a menos de fases e recombinacdes, a base familiar: Dy, Do

geram {1/v/2, 0,/v/2}, enquanto Siz = 0,/V2 e A1p = —0,/V/2.
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Questao 17 — Autovalores, autovetores e projetores de o,

(Cohen-Tannoudji, Diu € Laloé, Quantum Mechanics, Vol. 1, Complemento Hy, Exercicio 2)

Enunciado. Num espago vetorial de dimensao dois, considere o operador cuja matriz, numa
base ortonormal {|1),]2)}, se escreve
0 —
oy = | . .
Y i 0

a) o, é hermitiano? Calcule seus autovalores e autovetores (dando sua expansao normalizada na
base {|1),]2)}). b) Calcule as matrizes que representam os projetores sobre esses autovetores.
Verifique, entdo, que elas satisfazem as relagoes de ortogonalidade e de completeza (fechamento).

a) Hermiticidade, autovalores e autovetores

O adjunto é obtido transpondo e conjugando a matriz:

G (0 =N\ o a0 =y
v=\i o) T\=io) T\ o)™

logo o, € hermitiano: seus autovalores sao reais e autovetores associados a autovalores distintos
sao ortogonais.
A equacao caracteristica é

det (0, — A1) = det CA :;) =M (=)(i) = -1 =0 = AIy==I

Autovetor de Ay = +1. Escrevendo |+) = a|l) +|2), a equagao o, |[+) = |+) da

[ a)G)=() = oo e

duas equagdes equivalentes A tinica condigdo b = ia. Normalizando, |a|* + [b]* = 2Ja|* = 1, e
escolhendo a fase a = 1/v/2:

1 .
+) = ﬁ(|1>+z 12)).

Autovetor de A\_ = —1. Analogamente, o, |—) = — |—) impoe b = —ia, e

1 .
=) = E(IU —i[2)).

Verificagdo da ortogonalidade:

(1-1) = 0. O

N |

[1-1+ (=i)(—0)] =

DO =

(+l-) =

b) Projetores: ortogonalidade e completeza

Os projetores sobre os autovetores sio Py = |+)=£|. Na base {|1),]2)}, com |+) = L ( L > e

2 \ 431
=50 ),

P ()0 -0 =5



Ambas as matrizes sdo visivelmente hermitianas (Pl = Py).

Idempoténcia (P2 = Py):

P2_11—¢ 1=\ _ 1 /141 —i—d) _ 1/1 —i _p
g\ 1 )\s 1) " 4a\i+i 1+1) 2\ 1) P

e o calculo andlogo da P2 = P_.

Ortogonalidade (PyP_ = P_P; = 0):

1/1 —i\(1 i 1/1-1 i—i 0 0
Peb- = 4(2’ 1)(4 1) - 4<i—i —1+1) - (0 0)’

e P_Py = (PoP_)" = 0. Tsso reflete (+|—) = 0, pois Py P = [+) (+]—) (—|.

Completeza (fechamento):

11 =i\, 1(1 i 10
P++P‘_2<z' 1>+2<—i 1) - (0 1> =1

ou seja, |+)(+| + |-)}—| = 1: os autovetores de o, formam uma base ortonormal do espaco.
Como verificacao final, a decomposi¢ao espectral é reconstruidas:

APy +A\_P. =P —P = <? _OZ> = o,. 0
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Questao 18 — Projetores num espacgo de estados tridimensional

(Cohen-Tannoudji, Diu € Laloé, Quantum Mechanics, Vol. 1, Complemento Hy, Exercicio 3)

Enunciado. O espago de estados de um certo sistema fisico é tridimensional; seja {|u1) , |u2) , |us)}
uma base ortonormal desse espaco. Definem-se os kets

1 7 1 1 7
o) = 7 us) + 5 luz) + 5 lus), 1) = 7 u1) + 7 |us) -

a) Esses kets estdo normalizados? b) Calcule as matrizes py e p; que representam, na base
{]u;)}, os operadores de projegao sobre o estado [1y) e sobre o estado [¢1). Verifique que essas
matrizes sao hermitianas.

a) Normalizagao

Como a base é ortonormal, a norma ao quadrado é a soma dos modulos ao quadrado dos
coeficientes:

2 . 11 1
_ |1 20112 _ —
Wolvo) = | 5| + 137+ 3° = 5+3+7 = L,
logo [¢o) estd normalizado. J&
2 2 1 1 2
= |1 2 =4 ==

<¢1|¢1>_‘\/§‘+\/§ =3tz =37#1%L

logo [¢1) nao estd normalizado. O

b) Matrizes dos projetores e hermiticidade

Para um ket normalizado, o projetor sobre o estado é Py, = |1))(1|; para um ket nao normalizado
deve-se dividir pela norma ao quadrado,

)]

P - )
YT Wl
para garantir P2 = P;,. Em ambos os casos os elementos de matriz sio ( P¢)jk = (u;|Pylug) =
* 2
¢ ¢t/ e, onde ¢; = (u; ).

Projetor sobre |1hy). Com ¢ = (-

4 3) e (Yolwo) = 1, obtemos (o), = ¢jcf:

S

1 i 1

2 2V/2 22
I 1 i
1 i 1
22 4 4

Projetor sobre |11). Com d = (%, 0, ﬁ) e (1)) = %,

1 7 1 7

Z 0 —= 20 —=

3 3 2 2

_el 3 g 0 o | 2o 0 o

2
(P1]4h1) i1 P
3 3 2 2

Hermiticidade. Em geral, para pj o cjcy,

(), = oy o (ex6)" = erei o o



ou seja, pl = p — como deve ser, pois todo projetor ortogonal é hermitiano. Nas matrizes acima,
isso é visivel diretamente: os elementos diagonais sdo reais e os elementos simétricos em relacao
a diagonal sdo complexos conjugados um do outro.

Verificagoes adicionais. Ambas satisfazem Tr py = % + i + i =leTrp = % +0+ % =1, como

convém a projetores sobre um estado (posto 1). Além disso, a idempoténcia de p; confirma a
necessidade do fator 3/2:

. . L o
, 2 0 —3 it: 0 —1—3
2=loo o) = 0 o o |=pn,
4 J U Y
3 0 3 1t1 0 31+3
e pg = [Yo)ol [Yo)o| = (Yolvo) [vo)to| = po, pois [¢o) é normalizado. M
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Questao 19 — O operador K = |o) )]

(P.2.5, Cohen-Tannoudji)

Enunciado (resumido). Sejam |p) e |¢)) dois vetores ndo nulos do espago de estados &, e seja
K o operador linear

K = [}l

a) Sob que condi¢io K é hermitiano? b) Calcule K?; sob que condicio K é um projetor? c)
Mostre que K pode sempre ser escrito na forma K = AP, P, onde A é uma constante a calcular
e P, P, sao projetores.

a) Condigao para K ser hermitiano

O adjunto de K ¢
KT = (le))' = [v)el.

A condicio K = KT significa [p)1)| = [1)| como operadores. Aplicando ambos os membros
ao vetor |¢), obtemos

_ _ e
W) lo) = {ele) ) = [¥) = o) lp) = clo),

*

ou seja, |¢) deve ser proporcional a |¢). Reciprocamente, se [1)) = c|p), entdo (¢| = c* (p| e

K=c|olo|l, K'=clpXel.

Como |p)¢| # 0, tem-se K = KT se e somente se ¢ = c*.

Conclusao: K ¢ hermitiano se e somente se |¢)) = ¢ |¢) com ¢ € R (equivalentemente, K =
a |@)e| com a real). Nesse caso (¥]p) = c||p|| é real. O

b) Célculo de K? e condigao para K ser projetor

Diretamente,

K2 = o) |oXv] = (l) leXe] = (le) K.
Como K # 0, a idempoténcia K? = K equivale a

(Wlp) =1

(esta é a condigdo para K ser um projetor obliquo). Para que K seja um projetor ortogonal
exige-se, além disso, que K seja hermitiano; combinando com o item a): |¢)) = ¢|p) com c real

e
1

1= (¥lp) = cllo|? = Czw>0~

Portanto a condicao é

) = \90>27 ecentio K = P1¢L

el (ole)
que é exatamente o projetor ortogonal sobre a reta gerada por |p). Em particular, se |p) é
normalizado, a condi¢ao reduz-se a [¢) = |p) e K = |¢o)¢|. O
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c) Decomposicao K = AP, P,

Sejam Pj e P, os projetores ortogonais sobre as diregoes de |p) e |1)), respectivamente:

P1:M, PQZM Pz‘2:Pi:PiT'

(ol (¥lp)’
O produto vale

N N L SV )

(lo) (Dly)  (ple) (Y1) (lo) (D)
Logo, sempre que (p|y) # 0 (caso genérico),

_ _ (ele) (W)
K=APP,  A="2700

Observagao (caso (p|y) = 0). Se |¢) L [¢), nenhuma decomposicdo K = AP; P, com proje-
tores ortogonais é possivel. De fato, Tr K = (¢/|¢) = 0 e, por outro lado,

TI‘(Plpg) = TI‘(P1P1P2P2) =Tr [(PQPl)T(nglﬂ Z 0,

com igualdade se e somente se PoP; = 0, isto é, PP, = 0. Assim, Tr K = A Tr(P,P) =0
forgaria A = 0 ou P, P, = 0, e em ambos os casos K = 0, contradizendo K # 0. A férmula acima
vale, portanto, exatamente no caso (p|¢) # 0. O
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Questao 20 — Produto de dois projetores ortogonais

(P.2.6, Cohen-Tannoudji)

Enunciado (resumido). Seja P; o projetor ortogonal sobre o subespaco £ e P» o projetor
ortogonal sobre o subespacgo &. Mostre que, para que o produto P P» seja também um projetor
ortogonal, é necessario e suficiente que P; e P, comutem. Nesse caso, qual é o subespago sobre
o qual P, P, projeta?

Lembremos a caracterizagao: um operador P é um projetor ortogonal se e somente se
PP=P e Pi=P

Por hipétese, P2 = P, = P} ¢ P2 = P, = PJ.

a) PP, é projetor ortogonal < [P, ] =0

Necessidade. Suponha que P; P, seja um projetor ortogonal; em particular, é hermitiano.
Entao
PP =(PP) =PPl=PP =  [P,P]=0.

Suficiéncia. Suponha [Py, P»] = 0, isto é, PP, = P,P;. Entao:
(i) Hermiticidade:
(PPt = PJP] = P,P, = P, P,.

(7i) Idempoténcia:
(PyPy)* = P, (PyP)) Py = P, (PP,) P, = P}P} = P P,.

Logo P; P, é um projetor ortogonal. Fica assim demonstrado que P, P, é projetor ortogonal se
e somente se [Py, P»] = 0. O

b) O subespago sobre o qual P, P, projeta
Suponha [Py, P2] =0 e seja F = Im(P; P») a imagem de P; P». Afirmamos que

(i) F C & N&;. Para todo |x) € €,
PP |x)=Pi(P2]x)) € &1, PP |x) =P(P1]x)) € &,

onde na segunda igualdade usamos a comutacao. Logo todo vetor da imagem pertence simulta-
neamente a £ e a &.
(it) E1NE C F, com agio identidade. Se |v) € & N &y, entdo Po |v) = |v) e Pi|v) = |v), de
modo que
P1P2 |Q}> = P1 ‘U> = |’U> .

Assim |v) € F e P; P, atua como a identidade sobre & N &;.

De (i) e (ii), F = & N &y e PP restrito a esse subespago é a identidade. Sendo PP
hermitiano e idempotente, seu niicleo é o complemento ortogonal da imagem, ker(P,P,) =
(1N &)L, Portanto, quando P; e Py comutam, P} Py é o projetor ortogonal sobre a intersecio
E1N&Es. O
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Questao 21 — Os operadores L, e S em um espacgo tridimensional

(P.2.11, Cohen-Tannoudji)

Enunciado (resumido). Considere um sistema fisico cujo espaco de estados é tridimensional,
gerado pela base ortonormal {|u1),|u2),|us)}. Nessa base, definem-se os operadores L, e S por

Lz |U1> = h ‘U1> y Lz ”U/2> = 0, Lz ‘U3> = —h |'LL3> s
Slur) = ug),  Slug) = |ug), Slus)=l|u1).

a) Escreva as matrizes de L,, L%, S e S? na base {|u;)}; esses operadores sio observaveis? b)
Dé a forma da matriz mais geral de um operador que comuta com L.; idem para L?; idem para
S2%. ¢) L% e S formam um CCOC?

a) Matrizes e carater de observavel

Na base {|u1) , |ug) ,|us)}, com (A);; = (w;|A|u;):

1
n(o
0

0

0

1

01 1 00
S = 1 0], S2=101 0] =1,
0 0 00 1

o oo
h
no
I
>t
no

10
0 0
0 0

pois S? |u1) = Slus) = |u1), S%ug) = |uz), S? |uz) = |ug).

As quatro matrizes sdo reais e simétricas, logo hermitianas. Em um espacgo de dimensao
finita, todo operador hermitiano é diagonalizdvel em uma base ortonormal (teorema espectral),
de modo que seus autovetores formam uma base do espaco. Portanto L., L2, S e S? sio todos
observdveis. (L, e L? ja estdo diagonais; a base prépria ortonormal de S é exibida no item c);
5% = 1 é trivialmente observével.) O

b) Matrizes que comutam com L., com L? e com S?

Lema. Se A é diagonal na base {|u;)}, A = diag(ai, az,a3), e M = (m;;) é arbitrario, entdo
([Mv ADZ] = My (a’j - ai)?

de modo que [M, A] = 0 se e somente se m;; = 0 sempre que a; # aj. Em outras palavras, M

deve deixar invariante cada autoespago de A: M s6 pode ter elementos de matriz entre vetores
de base associados ao mesmo autovalor de A.

Comutag¢do com L,: os autovalores (h,0,—h) sdo todos distintos (espectro nao degenerado),
logo todos os elementos fora da diagonal se anulam:

ma 0 0
M=]10 me 0], mi, Mo, m3 arbitrarios
0 0 ms

(3 parametros complexos): todo operador que comuta com L, é diagonal na base {|u;)}.

Comutag¢do com L2: os autovalores sdo (52,0,52), com a; = az # a; anulam-se apenas
mig2, Ma1, Ma3, M3z, € 0 bloco {|u1),|us)} fica livre:

mi1 0 mas3
M = 0 moo 0
m3; 0 m33
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(5 pardmetros complexos): M preserva os autoespacos span{|u1) , |ug)} e span{|uz)} de L2. Note
que a degenerescéncia de L? alarga a familia de operadores que comutam com ele.

Comutagio com S?: como S? = 1, todo operador comuta com S?; a matriz mais geral é uma
matriz 3 x 3 completamente arbitraria (9 pardmetros complexos). ]

c) {L? S} é um CCOC?

Primeiro, [Lg, S] = 0: a matriz de S tem exatamente a forma geral encontrada no item b) para
os operadores que comutam com L2 (mi3 = mg; = 1, mgs = 1, demais nulos). Verificacio
direta:

100\ /001 001
L2S=hr*10 0 0|0 1 0)=Ah%*|0 0 0] =SLA
001/ \1 00 100

Ambos sdo observaveis (item a)), logo admitem base ortonormal comum de autovetores. Cons-
trufmos essa base diagonalizando S dentro de cada autoespaco de L2:

1
+ No autoespaco span{|u1), |uz)} (autovalor A% de L?), S restringe-se a <(1) 0), cujos auto-
vetores sao

1 1

p) = ﬁ(w +lus)), Slp)=+Ip);  |m)= ﬁ(\w = lug)),  S|m)=—]|m).

 No autoespaco span{|uz)} (autovalor 0 de L?), ja se tem S |ug) = + |uz).

A base ortonormal comum e os pares de autovalores sdo

S

vetor ‘ L?
[Py = () + [us) | B2 | +1

m) = L (jun) — Jug)) | 2| =1
|ug) 0| +1

Os trés pares (h%,+1), (h?,—1) e (0,+1) sdo todos distintos: a cada par de autovalores corres-
ponde um tnico autovetor comum (a menos de um fator de fase). Portanto a base comum é
tnica (a menos de fases) e

{L? S} é um CCOC.

Observe que nenhum dos dois operadores sozinho é um CCOC: L? tem o autovalor h? duplamente
degenerado, e S tem o autovalor +1 duplamente degenerado; é a especificacdo conjunta dos dois
autovalores que remove toda ambiguidade. O
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Questao 22 — Os observaveis H e B e a nogao de CCOC

(P.2.12, Cohen-Tannoudji)

Enunciado (resumido). No mesmo espago de estados tridimensional, com base ortonormal
{Ju1) , lu2), |us)}, definem-se os operadores H e B pelas matrizes

100 100
H=hw |0 2 0|, B=blo 0 1],
00 2 010

onde wy e b sdo constantes reais (supomos wp # 0 e b # 0). a) H e B sao hermitianos? Sao
observaveis? b) Mostre que H e B comutam e dé uma base de autovetores comuns. c¢) Dentre
os conjuntos {H}, {B}, {H, B} e {H?, B}, quais formam um CCOC?
a) Hermiticidade e carater de observavel
As duas matrizes sdo reais e simétricas, e os fatores hwg e b sdo reais; logo

H =H, BT =B:

ambos sd0 hermitianos. Em dimensao finita, todo operador hermitiano é diagonalizavel em uma
base ortonormal (teorema espectral), isto é, seus autovetores formam uma base do espago de
estados. Portanto H e B sdo observaveis (a base propria comum é exibida explicitamente no
item b)). O

b) Comutagao e base de autovetores comuns

Calculemos os dois produtos:

1 00 1 00 100
HB =hweb|0 2 0 0 0 1] =hwb|0 0 2],

0 0 2 010 0 20

1 00 1 00 1 00
BH =hweb |0 0 1 0 2 0] =hwb(0 0 2

010 0 0 2 0 20

Logo
|H,B] = HB — BH = 0.
Estruturalmente: na decomposicao span{|u;) }@span{|ua) , |us)}, ambos os operadores sdo bloco-
diagonais e, no bloco {|ug),|us)}, H reduz-se a 2hwp 1, que comuta com qualquer operador do
bloco.
Sendo [H, B] = 0 e ambos observaveis, existe base ortonormal comum. Basta diagonalizar

B dentro do autoespaco degenerado de H: no bloco {|us),|us)}, B reduz-se a b (? é), com

autovetores (Jug) & |u3))/v/2 e autovalores £b. Obtemos a base ortonormal comum

for) = fus) rv2>=j§(|uz>+|u3>), \03>=\}§(|U2>—!U3>)»

com
) , Blu) =blur),
) =2 ) ) =+blva),
H |v3) = 2hwg |vs), Blvs) = —blvs).
Verificagdo imediata: B |vy) = b(|usz) ) +blve) e Blvs) = b(|lus) — |ug))/vV2 =
—b|03>. ]

H |vg) = 2hwy |ve), B|va
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¢) Quais conjuntos formam um CCOC?

Um conjunto de observaveis que comutam é um CCOC quando a especificagdo dos autovalores
de todos os operadores do conjunto determina um tnico autovetor comum (a menos de fator
multiplicativo). Reunimos os autovalores na base comum {|vi), |v2),|vs)}, incluindo H? =
(hwo)? diag(1, 4, 4):
vetor ‘ H ‘ H? ‘ B
|U1> th (fLWQ)Q b
lva) | 2hwo | 4(Rwo)? | b
‘1)3> QEW() 4(hw0)2 —b

o {H}: o autovalor 2hwy é duplamente degenerado; dar o autovalor de H nao distingue |vg)
de |v3) (qualquer combinacao linear de ambos é autovetor). Nao é CCOC.

o {B}: o autovalor +b é duplamente degenerado (|v1) e |v2)). Nao é CCOC.

o {H,B}: os pares (hwo,b), (2hwo, +b) e (2hwy, —b) s@o todos distintos; cada par determina
um tnico vetor da base comum. E um CCOC.

« {H? B}: como [H? B| = H[H,B] + [H,B]H = 0, os operadores comutam, e os pares
((hwo)?,b), (4(hwo)?,+b) e (4(hwo)?, —b) sdo todos distintos. E um CCOC.

Em resumo: apenas {H, B} e {H?, B} sao CCOC; {H} e {B}, isoladamente, ndo removem as
degenerescéncias. (Se wp = 0 ou b = 0, novas degenerescéncias surgem e nenhum dos conjuntos

acima seria um CCOC.) O
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