FT 001 — Mecéanica Quéntica I — Lista 2

Solugoes

Questao 01 — Espectro de p, lema de Hadamard e evolucao uni-
taria
(P.8.2, P.8.4 e P.8.6, Messiah)

a) Espectro de p e a representagio-p

Preliminares. Sejam ¢ e p os observaveis candnicos de um sistema com andalogo classico em
uma dimensao,

lq,p] = iR 1.

“Ter analogo classico” significa, seguindo Messiah, que toda grandeza dindmica do sistema é
funcao de ¢ e p; em linguagem de operadores, o par (¢,p) é irredutivel: todo operador que
comuta simultaneamente com ¢ e com p é multiplo da identidade (lema de Schur).

Para w € R arbitrario, defina o operador unitario

V(w) = e/ V(w) =V(-w), V(w)V (W) =V(w+d).

Da relacao de comutagao segue, para qualquer fungéo inteira f, [p, f(q)] = —ihf’(q) (demonstra-
se por indugdo em poténcias de ¢: [p,¢"] = —ihn g™ !, e por linearidade e convergéncia da série).
Em particular,

P V()] = —ih = /" = wV (w),

ou seja, a identidade de deslocamento

PV(w) = V() (p+wl).

O espectro de p é toda a reta real. Como p é observavel (autoadjunto), seu espectro é
um subconjunto real ndo vazio; seja p’ um ponto do espectro e |p’) o autovetor (generalizado)
correspondente, p |p’) = p' |p’). Da identidade de deslocamento,

p(V(w)[p)) =Vw)p+w) |p) =@ +w) (V(w)|p)),

e V(w)|p') # 0 porque V(w) é unitario. Logo p’ + w também pertence ao espectro, para todo
w € R: o espectro de p é invariante por translacées reais arbitrarias e, portanto, é toda a reta,

o(p) =R.

O espectro é puramente continuo. Suponha, por absurdo, que algum p’ fosse autovalor
préprio, com autovetor normalizavel [p), ||[p')]] = 1. Entao {V(w) [p) }wer seria uma familia
de autovetores normalizados de p com autovalores p’ + w todos distintos; autovetores de um
operador autoadjunto associados a autovalores distintos sdo ortogonais, e terfamos uma familia
ortonormal ndo enumerdvel em um espaco de Hilbert separavel — contradicdo. Logo nenhum
ponto do espectro é autovalor préprio: o espectro é inteiramente continuo, estendendo-se de —oo
a +00.



O espectro é nao degenerado. Suponha que a multiplicidade de algum py do espectro fosse
maior que 1, com base ortonormal (no sentido generalizado) {|po,7)}, do subespago espectral
correspondente. Como V' (w) leva unitariamente o subespago de p’ no de p’ +w, a multiplicidade
é a mesma em todo o espectro, e podemos definir

10,7y =V(@ —po)lpo,r), P ER

Fixe nimeros M,.; quaisquer e construa
M = ZM”S/ dp’ ‘p r><p s‘

O operador M é diagonal em blocos de p/, logo [M,p] = 0; e como V(w) |p/,r) = |p/ +w,T)
por construcdo, uma mudanga de varidvel na integral da V(w) M V(w)! = M para todo w,
donde, derivando em w = 0, [M,q] = 0. Pela irredutibilidade do par (¢,p), M é multiplo da
identidade para qualquer escolha de M,.s, o que for¢ca M,s x d,s com o mesmo fator para todos
os indices — isto é, o espaco de degenerescéncia é unidimensional. O espectro de p é, pois, ndo
degenerado. O

Normalizagao, completeza e escolha das fases. Sendo p um observavel de espectro con-
tinuo, ndo degenerado e igual a R, o teorema espectral fornece um sistema ortonormal completo
de autovetores generalizados, que normalizamos “a Dirac”:

+o0
Wy =0 - [l | = 1

Como cada autovetor é tinico a menos de fase, fixamos as fases escolhendo um vetor fiducial |0)
(autovalor 0) e definindo

[p) = V) 10) = e o).
Essa escolha é compativel com a normalizagdo acima, pois V' é unitério e (p'[p”) = (0| V(p" —
p') |0) depende s6 de p” —p’. Com ela, usando a lei de grupo V(w)V (p') = V(p' +w) (os expoentes
comutam, pois envolvem apenas q),

@i/ pl) = V(w)V () 0) = V(' +w)[0) = |p +w)

para todo w real. O

Elemento de matriz de gq. Derivando V' (w) [p”) = |[p” + w) em relac¢do a w e tomando w = 0:

i 0
Rl =gl = )= —mf ")

Portanto

9 9
(P'lalp") = ~in 55 Wlp") = ik 5 5 66" ~ ")
= +ihd'(p' = p"),

onde ¢’ é a derivada da funcao delta em relacdo ao seu argumento. Equivalentemente, para

Y@ = @),
+o0o
<p’\QI¢>=/_ dp” (p'|a|p") ¥ (p") —Zh/ dp” &' (' = p") v(p")

o0
d
=1h ¢,
d /
isto é, na representagdo-p o operador ¢q age como g — ihd/dp’ — consistente com [q, p] = ih, ja
que p age multiplicativamente. ]



Problema de autovalores de ¢ na representagio-p. Procuramos |z) tal que ¢ |x) = z |x).
Escrevendo ¢, (p') = (p|z), a equacdo de autovalores torna-se a EDO de primeira ordem

dp,
dp/

ih—— =z p.(p),
cuja solugao geral é ‘
pu(p') = Cem P/,
A solucdo existe, é limitada e tinica a menos da constante C' para todo x € R: o espectro de g é

continuo, nao degenerado e igual a R (nenhuma solugao é normalizével, pois |p,| é constante).
A constante fixa-se pela normalizacao a Dirac:

400 +0c0 ) N
()= [t ) ot = 0 [t e

oo

= |C]*2nhé(z — 2'),

logo C = 1/v2mh (a menos de fase) e

—ip'z/h
<p"x> _— 5T r € R.

b) Equacao integral, iteragao e lema de Hadamard

B(t) = e Bye 4 resolve a equacio integral. Com A e By independentes de t, B(t) é
diferencidvel (série de e**4? absolutamente convergente para operadores limitados; caso geral,
no sentido formal usual) e

dB

E — ZA eiAtBoefiAt 4 eiAtBoefiAt (—lA)

—i[A,B(t),  B(0) = B.

Integrando de 0 a t e usando que A é constante (o comutador é linear e comuta com a integral
em 7):

B(t) — By = z'/ot [A, B(T)]dr =1 |:A,/0tB(T) dT:| ,
isto é,
B(t) =By +1 |:A,/0tB(T) dT:| ,

como queriamos. Reciprocamente, todo B(t) continuo que satisfaz a equacao integral é diferen-
ciavel e satisfaz a EDO acima com B(0) = By. O

Solucgao por iteragao. Defina os comutadores multiplos
CO - BO; C’n+1 = [Aac’n])

e itere a equagdo integral a partir de B(©) (t) = By:

t
B (1) = By +7L[A, / B™(r) df].
0



Afirmamos que

k=0

De fato, vale para n = 0; e, supondo valido para n,

Aif tdeT C
) k! 0 k

B("+1)(t) =By +i

n k1 tk—f—l ntl (it)*

Para A e By limitados, ||Ci|| < (2||A|)*||Bo|l e a série majorante ||Bo|| €24l converge; a
iteragao de Picard converge entdo para a tnica solugdo continua da equagao integral (a diferenga
de duas solugoes satisfaz uma desigualdade de Gronwall homogénea e é nula). Portanto

B(t) — 6iAtBoe—iAt — Z ('Lt)n [A, [A, . [A, BOH] ]

n!
n=0

n comutadores

Lema de Hadamard. Tomando t =1 e escrevendo By = B:

. . 2 .3
¢4 BT = B+i[A, B+ Z[A [A B + 5|4, [A,[A, B)] +
O
c) Evolugao unitaria e hermiticidade do gerador
(i) U unitario = H = ihUU' é hermitiano. De U(t)U'(t) = 1 para todo ¢, derivando:
U dut ot dU
T - =
F A T dt dat
Entéo, como (dU/dt)Jr = dUT/dt,
dU dut dU
HI = oty o — R Yo
<zhd U) thU T +ﬁdtU
O
(ii) ihU = HU com H = H' = U'U é constante. Da equacdo e de sua adjunta,
dU i dut i
= _ == it
dt hHU’ dt +h U'H,
segue
d dut dU
—(UU U+UT — —UTHU——UTHU—O
dt( )= At + dt h h
mesmo que H = H(t) dependa do tempo. Logo U'U independe de t. ]



(iii) Equagdo de movimento de W = UU'. Com as mesmas derivadas,

dut

dWw  dU 1 i
2yt -~ _—__H T2 T g
T dtU +U T 3 vu —i—hUU

i

=——[H W
F[H, W)
ou seja,
in Lot = (), UUt].
dt ’

O]

(iv) Unitario em t; = unitario para todo t. A equacio ih W = [H(t), W] é uma EDO
linear de primeira ordem em W. O operador constante W (t) = 1 é solucdo, pois [H,1] =0, e
satisfaz a condicdo inicial W (tg) = 1. Pela unicidade da solugdo do problema de valor inicial:
se W1 e Wy sao solugbes com a mesma condicao inicial, a diferenca A = Wy — Wy satisfaz
ih A =[H,A], A(ty) = 0, donde

Ia@l <+ \ IREGINCIE

e a desigualdade de Gronwall d4 A = 0. Portanto, se U(to)U'(tg) = 1, entdo U(t)UT(t) = 1
para todo t. Combinando com (ii), UT(t)U(t) = UT(ty)U(tp) = 1 para todo t: U permanece
unitario durante toda a evolucao. O



Questao 02 — Estados puros e o operador densidade

(P.8.7 e P.8.8 de Messiah; Ex. 15.23 de Merzbacher)

a) Mistura de M vetores normalizados e pureza

Sejam [1),]2),...,|M) vetores de norma 1, ndo necessariamente ortogonais, e
| M
P=1 ; )il -

(1) Vetores iguais a menos de fase = estado puro. Suponha [i) = e¥i [¢)) para todo i,
com [¢) normalizado e ¢; fases reais. Entdo

|i)i| = € [0) (Y] e = [)u]

isto é, as fases se cancelam em cada projetor. Logo

M
1
p=qp 2 IWNUI = [¥Xul,
i=1
que é um projetor de posto 1 sobre um vetor normalizado: p representa o estado puro |¢).

(2) Estado puro = vetores iguais a menos de fase. Suponha agora que p represente um
estado puro, ou seja, p = |[Y)¥| com (p[1p) = 1. Seja |x) um vetor qualquer ortogonal a |i).
Entao

1 & 1 &
0= (xlolx) = 5; z_; (xli) (i) = 57 z_; [olke
Trata-se de uma soma de termos nao negativos que se anula; logo cada termo é nulo:
(xli) =0 para todo i e todo |x) L [¢).

Assim cada |i) é ortogonal a todo o complemento ortogonal de |¢)), ou seja, |i) pertence ao
subespago unidimensional gerado por |¢):

i) = ¢ ), c; € C.

.. 2 o , ~ . .
Como (i]i) = |¢;|” = 1, temos ¢; = €'¥7, isto é, todos os M vetores sdo iguais a [1)) a menos de
uma fase global. O

b) Critério de pureza: Trp® =1

Seja p hermitiano, positivo semidefinido, com Tr p = 1. Pelo teorema espectral, existe uma base
ortonormal {|¢y)} tal que

p=> weltedwel, wp>=0, ) wp=1
B 2

Entao

PP = wp Rkl = Trp® =) wj.
k k

Necessidade. Se p = [¢)(3| é puro, entdo p? = |[¢) (p|y) (| = p e Trp? = Trp=1.



Suficiéncia. Suponha Trp? = 1. Como 0 < wy, < 1 (pois wy > 0e >, wy = 1), vale w? < wy,
com igualdade se e somente se wy € {0,1}. Logo

1:sz§2wk:1,
k k
2 _

e a igualdade forca wj, = wy, para todo k: cada wy ¢ 0 ou 1. Como a soma vale 1, exatamente
um autovalor é 1 e os demais sao nulos, isto é,

p = ’wko><¢ko| >

um estado puro. Portanto Trp? = 1 é condicdo necessaria e suficiente para pureza. O

c) As desigualdades (15.120)

Desigualdades de traco. Na base de autoestados de p, Trp? = >k w,% > 0, pois é soma de
quadrados. Além disso, como wy > 0,

2
Trp? = Zw,% < Zw,%—i—Zwkwl = (Zwk> = (T]rp)2 =1,
k k k£l k

pois os termos cruzados wgw; > 0 apenas acrescentam contribuigoes nao negativas. Logo

0§Tr,02 < (Trp)2 =1.

Desigualdade p;ipj; > |pij|>- Seja {|1;)} uma base ortonormal qualquer e p;; = (3;|p|t);).
Considere, seguindo a sugestao do enunciado, o estado normalizado de superposicao

[V) = ¢ |[¥i) + ¢ [¥y) il + Jej* = 1.
A probabilidade de encontrar o sistema nesse estado é
P() = (¢lplv)

= lcil*pii + lej | pjj + clej pij + ceipji 20,

pois p é positivo semidefinido. Escrevendo ¢; = |ci|, ¢; = |¢j|e' e pi; = |pijle?® (note pj; = P;j
pela hermiticidade), obtemos

P() = |eil*pii + |e; % pjj + 2leilles||pis| cos(a + B) > 0.

A desigualdade deve valer para toda escolha de fases; o caso mais restritivo (que maximiza a
probabilidade no sentido de tornar o termo cruzado extremal) é cos(a + ) = —1:

il pii + lej*pis = 2leillesllpy]  para todos feil, e -
Trata-se de uma forma quadratica em (|¢;|, |¢;|):
pii@® = 2lpilay + pjjy* 20, @,y >0

Se pj; = 0, tomando y grande frente a x conclui-se |p;;| = 0 e a desigualdade é trivial. Se
pjj > 0, a forma quadrética em t = z/y é pi;t? — 2|p;j|t + pj; > 0 para todo t > 0; como p;; > 0,
a nao negatividade exige discriminante nao positivo:
2 2
dpij|” —4piipj; <0 <= pupj; = |pijl”

Em particular, um elemento de matriz ndo diagonal de p s6 pode ser ndo nulo se as duas
populacoes correspondentes forem nao nulas. ]



Questao 03 — Constantes do movimento e representagoes de
operadores

(Merzbacher, Ex. 14.9 e Ex. 15.2)

a) Constantes do movimento que nao comutam e degenerescéncia

Sejam A e B observaveis sem dependéncia explicita do tempo, % = %—? = 0, e constantes do

movimento:

[A,H]=0, [B,H]=0.

O comutador i[A, B] também é constante do movimento. A identidade de Jacobi para
trés operadores quaisquer é

[A,[B, H]| + B, [H, A]] + [H, [A, B]] = 0.

Como [B,H| =0e [H,A] = —[A, H] = 0, os dois primeiros termos anulam-se identicamente,
restando
A B =0 = [il4 B],H]=i[l4, B, H] = 0.

O operador C' = i[A, B] é hermitiano (pois CT = —i (AB—BA)l = —i(BA—AB) = i[A,B] = C)
e, ndo tendo dependéncia explicita do tempo, o teorema de Ehrenfest—Heisenberg da

d 1
— = — H]) =0.
3O =7 (CH])=0
Logo, ou A e B comutam (C' = 0), ou C = i[A, B] é uma nova constante do movimento. O]

Espectro nao degenerado de H = [A, B] = 0. Suponha que todo o espectro de H seja nao
degenerado: H |n) = E,, |n), com E,, # E,, para n # m, e {|n)} base ortonormal completa. De
[A,H] =0,

0= (ml[4,Hjn) = (B, — En) (mlAln) = (m|Ajn) =0 (m #n),

pois E, — E,, # 0. Portanto A é diagonal na base {|n)}: A|n) = a,|n) com a, = (n|An).
O mesmo argumento vale para B: B|n) = by, |n). Dois operadores diagonais na mesma base
comutam:

[A, B] [n) = (apby, — bpay) |n) =0 Vn — [A,B] =0

pela completeza de {|n)}. O

Conclusao (contrapositiva). Se A e B sao constantes do movimento e [A, B] # 0, entdo
o espectro de H ndo pode ser totalmente ndo degenerado: existe pelo menos um autovalor de
energia degenerado.

Ilustracdo: A= L,, B= L,. Tome, por exemplo,
H=ol’=a(L}+L)+L3), a>0,

ou, mais geralmente, uma particula em potencial central, H = p?/2m + V(r) (a particula livre
é o caso V = 0). Em qualquer desses casos H é escalar sob rotacoes, de modo que

[LﬂﬁvH] = [Ly,H] = [Lz7H] =0,



(para H = al? isso segue diretamente de [Li,LQ} = 0). Assim L, e L, sdo constantes do
movimento, mas

[La, L] = ihL. #0.

Pelo teorema, o espectro deve ser degenerado — e de fato é: para H = aL? os niveis £, =
ah?0(¢ + 1) tém degenerescéncia 2¢ + 1 (os estados |f,m), m = —£,...,¢). Note ainda que
i[Ly, Ly] = —hL, é, como demonstrado, também uma constante do movimento. ]

b) Representacao de F'(r,p) nas bases de posi¢do e momento

Seja F'(r,p) expansivel em série de poténcias, i.e. combinagao linear de mondémios em compo-
nentes de r e p em ordem definida. Queremos mostrar que

<r"F(r,p) \Il> = F(r’, —ith/) P(r'), <p"F(r,p) \Il> = F(z’th/, p') D(p'),
com ¢ (r') = ('|) e »(p') = (p'|¥).

Regras elementares. Da definigdo dos autoestados de posi¢ao, r|r’) =1’ |r/),
(r'|r| @) =r' ().

Para 0 momento, usando [z, px] = ih d;;, e a funcio de transformacao (r'|p’) = (27h)~3/2®*'/1
obtém-se a regra padrao

(o0 = [ @ (o) o 0 = inVe [ @ () B =~V i),
pois p’ e T/h = _inV,e® /7 Analogamente, na base de momento,
@'p|T) =p"v®),  (P[r|¥) =+ihVyd(),

o sinal + vindo de (p/|t') = (27h)~3/2e=®" /M o /e~ T/N = Lip Ve T/

Monbémios, por indugao. Basta provar para um mondémio genérico em ordem definida,
M:OIOQ"'OTM Ok S {w7y7z7p:v7pyapz}7

pois F' é combinacgao linear de tais mondémios e o elemento de matriz é linear. Inducao no niimero
n de fatores.

Base (n = 1): sao exatamente as regras elementares acima, com x — 2’ e p, — —ihd/0x’
(e componentes anélogas).

Passo indutivo: suponha (r'|M®) = A/fgb(r’) para todo estado |®), onde M=0,-0,é0
operador diferencial obtido pelas substituicoes acima, na mesma ordem. Entao, para M’ = OgM,
defina |®) = M |U); pela base da indugao aplicada a Oy,

(t'|OoM W) = (r'|0|®) = Oy (r'|®) = Op M ('),
onde usamos que a regra elementar vale para qualquer ket (em particular |®)), e em seguida a
hipdtese de inducdo. O operador diferencial resultante OgM preserva a ordem dos fatores do

mondmio original — ponto essencial, ja que ' e —ih 9/’ ndo comutam, exatamente como z e
Pz Assim, para todo mondémio e, por linearidade, para toda série de poténcias convergente,

(v'|F(r,p)¥) = F(r', —ihVy) (x').

O argumento na base de momento é idéntico, trocando as regras elementares: p, — pl, e
x — +ih 0/0p!, (idem para as demais componentes), sempre respeitando a ordem dos fatores:

(P F(x,p) ¥) = F(ikVy, p) 4(p")-

Note a assimetria de sinais, —ih Vs contra +ihVy/, consequéncia direta de [z, p,] = ih e da fase
relativa entre (r'|p’) e (p/|r/). O



Questao 04 — Dispersao de um pacote livre via teorema de Eh-
renfest

(Merzbacher, Problema 3.2)

Para a particula livre em uma dimenséo,
2
_ b
2m’

queremos obter a varidncia (Az)? = <x2> . <x>f sem recorrer a funcdo de onda, usando apenas
a equagao de movimento dos valores esperados (Eq. 3.44 de Merzbacher),
d i
(A = —
dt 4) h

valida para operadores A sem dependéncia explicita do tempo.

([H, A]),

Comutadores necessarios

Usando [z, p| = ih 1:

[Hoa = 5[] = o (plp,a] + [pyalp) = 5 (~ifip — ihp) = — 0 p,
[H,2%] = 2[H, 2] + [H,z]z = —%(xp—i—pm),

ih 2%ih
[H,zp + px] = [H,z]p+ z[H,p] + [H,plz + p[H, x] = —%(102 +p%) = —F}P,

onde usamos [H, p] = 0 (particula livre). Também, trivialmente, [H , pz] =0.

Equacoes de movimento e sua integragao

Substituindo na equacao de Ehrenfest:

(p); = (p) = const,,

dt -
Lty = () =0 — ()= () = const.
S =Ly =2 — @)= (e + L
. 2 2
3 ) = 3 (o) = 2 = g+ T

d i (xp + px),
4y = 3 (02 - o,

As duas primeiras equagoes ja mostram que
(Ap)7 = (p*), = () = (") — (P = (AP)§ = (Ap)%,

isto é, a dispersao em momento é constante no tempo, como esperado para um sistema livre.
Integrando agora a ultima equacgdo, com (xp + px), linear em ¢:

(= [

_ <x2>0+ (zp + px)

2 2
(xp + px), + ﬂ t'| dt’
m

O¢4

(r*)
— 2.

10



Por outro lado,

Resultado
Subtraindo,

ou seja,

(Ap)?

m2

(B} = (A + 2 [ o+ po)y — (o )+ B2 (ap)? = (89

A varidncia em posicdo é um polinémio quadréatico em ¢t com coeficiente de t? estritamente posi-
tivo, (Ap)?/m? > 0: para tempos longos o pacote sempre se alarga linearmente, Az ~ (Ap/m)t,
independentemente do estado inicial. O termo linear, controlado pela correlacdo simetrizada
posicido—momento % (xp + px)y — (x), (p), pode ser negativo, permitindo uma contracao inicial

do pacote até um minimo, seguida do alargamento inevitavel. ]

11



Questao 05 — Regra de soma de Thomas—Reiche-Kuhn

(Le Bellac, Problema 8.5.5)

Seja uma particula de massa m com hamiltoniano
2
p
H=—+V(r),
5, TV ()

e sejam |n) os autovetores de H, H |n) = E, |n), formando uma base completa, > |n) (n| = 1.
Escrevemos r1 = x, 19 = y, r3 = 2.

a) O comutador duplo [[r;, H],r;]

Como V(r) é funcdo apenas das posigoes, [r;, V(r)] = 0, e portanto

1
2m

ih

1 1
[Ti,H] = [Tz'7p2] = m zk: [?"z‘,p%] = m zk: (pk[Tzwpk] + [Ti,pk]pk) = Epiy

onde usamos [rj, pi| = ih d;, 1. Em particular, [z, H] = il p,/m. Comutando agora com 7;:

o 1) 73] = o lpiry] = o (=i 6i) 1

hQ
[[Ti,H],T’j} = E(SU 1.

b) A regra de soma
Tomemos i = j = 1 (a componente x) e o valor esperado no estado fundamental |0):
T’LZ
(Ol[fz, H], 2]]0) =

Expandindo o comutador duplo,

[z, H],z| = [z, H|x — z[x,H) = tHxz — Hz? — 2°H 4+ zHzx
=2xHx — Hx?* — 2*H.

Inserindo a relacdo de completeza 1 = ), |n) (n| entre os operadores e usando H |0) = Ejy |0),
(0| H = Ey (0|, H |n) = E, |n):

(0|22 Hz|0) —22 (0|z|n) (n|Hz|0) —2ZE (0]z|n) (n|z|0) —QZE | (n]a]0)]?,
(0| Hz%|0) = EOZ (0|z|n) (n|z|0) = EOZ| (n]z|0)|?

(0|z2H|0) = EOZ\ (n|z|0)?

onde usamos a hermiticidade de z, (0|z|n) = (n|#|0)*, de modo que (0|z|n) (n|z|0) = | (n|z|0)|?
0. Somando as trés contribuigoes:

(Olffe, ), 0) = 23" (o — Bo)l {nlal0)P =

Portanto,

2N (B — Eo) (nlal0)? =

12



Comentario

Todos os termos da soma sdo nao negativos, pois E,, > Ej (o estado fundamental minimiza a
energia) e | (n|z|0)|> > 0. Definindo as for¢as de oscilador

2m

3 (B — Eo)| (nlal0)

f n0 —
a regra de soma de Thomas-Reiche-Kuhn diz que ), fno = 1: as forgas de oscilador das tran-
sicOes dipolares a partir do fundamental somam exatamente a unidade, resultado independente
da forma do potencial V(r). Historicamente, essa regra (obtida ainda em 1925) foi uma das
primeiras verificagoes quantitativas da mecénica matricial na dispersdo da luz por dtomos. [
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Questao 06 — Poco infinito unidimensional

(P.3.12, Cohen-Tannoudji)

Enunciado (resumido). Uma particula de massa m estd confinada num pogo infinito de
largura a (0 < z < a). Os autoestados do hamiltoniano sao

2 2 2h2
eul) = Zain("I) B =TTy
a 2ma?

No instante ¢t = 0 o estado da particula é

4
(0)) = a1 1) + az @) + as|es) +aalpa), D lanl* = 1.
n=1

a) Qual a probabilidade de, medindo a energia, encontrar um valor menor que 3m2h? /ma?? b)
Quais o valor médio e o desvio quadratico médio da energia nesse estado? c¢) Escreva [i)(t)).
Os resultados de (a) e (b) valem num instante ¢ qualquer? d) Se a medida da energia forneceu
8m2h? /ma?, qual o estado imediatamente ap6s a medida? Qual o resultado de uma nova medida
da energia?

a) Probabilidade de E < 37%h?/ma?

Escrevendo o limiar na unidade natural do problema,
3m2h? 2h?
ma? 2ma?’

a condicio E, < 372h?/ma® equivale a n? < 6, ou seja, n = 1 (E; = w2h%/2ma?) e n = 2
(B = 47202 /2ma?); ja n = 3 da n? = 9 > 6. Pelo postulado da medida, a probabilidade de
obter Ey, é P(Ey) = [{@n|t)(0))|* = |an|*. Logo

P(E < 37r2ﬁ2) _ \a1|2 n |a2|2

ma?

No caso particular de coeficientes iguais, |a,|* = 1/4, obtém-se P = 1/2. O

b) Valor médio e desvio quadratico médio da energia
O valor médio é

4
T2h?

(H) = (WOIH0) = 3 |anP By = 2

> (laa? + 4lasf? + 9las” + 16laa”)

n=1

Analogamente,

2ma?

4 272\ 2
h
(H*) =" |an " B2 = <7T > (1o + 16laa” + 81]as]” + 256]aa]?) .
n=1

e o desvio quadratico médio (rms) é

AH = \/(H2) - (H)?

Explicitamente, com e = 72h2/2ma? e pp = |an|?,

AH = E\/(p1 + 16p2 + 81p3 + 256p4) — (p1 + 4p2 + Ips + 16p4)2.

14



No caso de coeficientes iguais (p, = 1/4):

30 1572h2 354 354 900 /129
gy =0 BT ey 3 g [301 900 V29
(H)=Fe= "o (H)=—¢, V1 16 9 °©

c) Evolucao temporal |¢(t))

Como [1(0)) estd expandido na base de autoestados de H (hamiltoniano independente do
tempo), a evolugao é obtida multiplicando cada componente pelo fator de fase e~ iEnt/h,

. B t/h in*m?ht
zzzlan et o) = Zanexp< oa )I%)-
n=

As probabilidades num instante ¢ qualquer sao
. 2
P(En;t) _ ‘an e*lEnt/h‘ _ \%’2,

pois 0 médulo do fator de fase é 1. Portanto, todas as respostas de (a) e (b) — probabilidades,
(H) e AH — sao independentes do tempo. Isso é geral: a energia é uma constante do movimento,
ja que [H, H] = 0. O

d) Estado ap6s a medida com resultado 872h*/ma?

O resultado obtido é o bo

81°h 7“h

— =16- = Fy.
2 2ma? 4

ma

Pelo postulado da reducao do pacote de onda, imediatamente apés a medida o estado é a projecao
normalizada de |¢)) no autoespago de Ey, que aqui é ndo degenerado:

pa)lpale) @
loa)(@ald)ll — laa lpa) = [ipa)

(a fase global a4 /|a4| é fisicamente irrelevante). Em representacdo de posicao,

[Yapss) =

Uma nova medida da energia, feita imediatamente em seguida, fornece com certeza (probabili-
dade 1) o mesmo valor
8m2h?
Ey=—5,
ma
pois o sistema ja se encontra num autoestado de H — e assim permanece sob a evolugao livre,
a menos de fase. O

15



Questao 07 — Poco infinito bidimensional

(P.3.13, Cohen-Tannoudji)

Enunciado (resumido). Uma particula de massa m estd confinada num pogo infinito bidi-
mensional quadrado: V(z,y) =0para0 <z <ae0<y<a,eV = oo fora. As autofungoes e
autovalores do hamiltoniano sao

9 2 2 2h2
Sonm(337y) = - Sin(nﬂ-x> Sin(mﬂ-y> ) Enm = w7 n,m= 172737‘ .-
a a a 2ma?

a) Dé os niveis de energia mais baixos e suas degenerescéncias. b) Discuta uma medida da
energia num estado superposicao dos primeiros ,,,: probabilidades e estado apds a medida no
caso degenerado.

a) Niveis mais baixos e degenerescéncias

O hamiltoniano separa-se, H = H, + H,, cada parte sendo um poco infinito unidimensional; por
isso Eyy o< (n2+m2) e B = Epn: todo nivel com n # m é pelo menos duplamente degenerado
(degenerescéncia de troca, ligada a simetria do quadrado sob x <+ y). Com ¢ = w2h? /2ma?, os
niveis mais baixos sdo:

Eq1 = 2e, (n,m)=(1,1), g = 1 (fundamental, ndo degenerado);
E19 = E9; = be, (1,2),(2,1), g=2;
Eg = 8, (2,2), g=1
E13 = E31 = 10g, (1,3),(3,1), g=2;
Ey3 = E35 = 13¢, (2,3),(3,2), g=2;
FE1y = By = 17¢, (1,4),(4,1), g=2.
Em resumo, n? + m? = 2, 5, 8, 10, 13, 17,... Observacdo: além da degenerescéncia de troca,

podem ocorrer degenerescéncias acidentais, quando pares (n,m) essencialmente distintos dao a
mesma soma n? 4+ m?; o primeiro exemplo é n? +m? = 50, com (1,7),(7,1) e (5,5), nivel de
degenerescéncia g = 3 (e 65 = 12 + 82 =42 + 72 d4d g = 4). O

b) Medida da energia num estado superposi¢ido; caso degenerado

Considere o sistema preparado no estado normalizado

WJ> = chm |80nm>, Z |Cnm|2 =1, Cnm = <90nm|¢> )

n,m n,m

por exemplo uma superposigao dos primeiros estados |p11), [@12) ,|21) 5 |@22) .- -

Probabilidades. Como H pode ser degenerado, a probabilidade de obter um autovalor E é
a soma sobre todos os autoestados do autoespaco correspondente:

PE) = Y el = S el

(n,m): Enm=FE (n,m): Enm=FE
Assim:
« nivel nio degenerado, e.g. By = 2e: P(2e) = |en|*;

« nivel degenerado, e.g. E = 5e: P(5e) = |c1a)? + |ear|*.
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Estado ap6s a medida (caso degenerado). Pelo postulado da redugdo, se a medida for-
neceu o valor F, o estado imediatamente ap6s é a projecao normalizada de |1)) no autoespago
g de E. Com o projetor

Pp = Z |OnmXpnm! »

(n,m): Enm=FE

tem-se

N Pelvy) 1
[Vares) WIPslY)  /P(E) (n,m)ZEmEcnm o)

Por exemplo, se o resultado foi F = 5¢,

C12 \9012> + c21 |p21)

\/ \012|2 + |021!2

‘wapés> =

Dois pontos importantes:

(i)

(i)

O estado pés-medida depende do estado inicial através das razbes entre oS ¢y, do su-
bespaco: a medida da energia ndo determina sozinha um vetor unico quando o nivel é
degenerado — ela apenas projeta no subespaco £g, preservando as amplitudes relativas
dentro dele. A energia sozinha nao constitui um C.C.0O.C.; para especificar completa-
mente o estado seria preciso medir também um observavel que quebre a degenerescéncia
(por exemplo, o operador de troca x <> y, que comuta com H e cujos autoestados no

subespago de 5e sao %(|<p12> + |p21))).

Uma nova medida da energia, imediatamente apés, fornece de novo E com probabilidade
1, pois Wapés> € £ é autoestado de H com autovalor F.

O
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Questao 08 — Sistema de trés niveis: medidas de H e de A

(P.3.14, Cohen-Tannoudji)

Enunciado (resumido). Num espago de estados tridimensional, com base ortonormal {|ui),
|ug) , |us)}, o Hamiltoniano e um observavel A sdo representados por

1 00 1 00
H=huw |0 2 0], A=al0 0 1],
0 0 2 010
com wy € a constantes reais positivas. O estado do sistema em ¢t =0 é
1 1 1
0) =— — = :
9(0)) = 5 ) + 5 ) + 5 )

(a) Mede-se a energia em ¢t = 0: valores possiveis, probabilidades, (H) e AH. (b) Mede-se A em
vez de H: valores, probabilidades e estado imediatamente ap6s a medida. (c¢) Calcular |¢(t)) e
(A) (t); discutir a dependéncia temporal das probabilidades. (d) Nova medida da energia apds
a medida de A.

a) Medida da energia em ¢t =0

Os autovalores de H sdao Ey = hwp (ndo degenerado, autovetor |u1)) e Fy = 2hwg (duplamente
degenerado, subespago gerado por |ug) ,|ug)). As probabilidades sao

P(E) = () = | 5| = 5,
P(E2) = (sl O + (sl (O = 7 + 7 = 5.

(Verificagao: P(E1) + P(E2) =1.) O valor médio e a variancia:

1

1
<H> = — hwy + 5 2hwy = ghwo,

N = N

1
(H?) = = (hw)? + 5(27%10)2 = gh2wg,

AH = \/<H2)—<H>2:,/g—zhw0:%. O

b) Medida de A em t =0

Diagonalizando o bloco 2 x 2 de A no subespago {|uz),|us)}, obtém-se os autovalores e autove-
tores:

1
Aluy) = aluy), AlE) = talL), |£) = —=(Jua) £ |us)).
V2
Logo o espectro de A é {+a, —a}, sendo +a duplamente degenerado (subespago gerado por |uj)
e |+)) e —a ndo degenerado. As amplitudes relevantes:

1 1 /1 1 1 1 /1 1
(b () = . wa»:v§@+d>:¢f “W@”:¢J@‘z>=0
Portanto,
P(ta) = [{ulpO) + [(HRO)P = 5 +3 =1, P(~a) =0
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A medida de A d& com certeza o valor +a: o estado |1(0)) j4 pertence ao autoespago de A
associado a +a. Pelo postulado da projecao (autovalor degenerado: projeta-se no subespaco e
normaliza-se),

Pra|$(0))
Y) = = [¥(0)),
) = TP O]
ou seja, o estado ndo ¢ alterado pela medida. O

c) Evolugao temporal: [(t)) e (A) (t)

Como |uy),|ug), |us) sdo autoestados de H,

. 1 . 1 .
- efzwgt |U1> + 5 672zw0t |u2> + 5 6721w0t ’Ug) .

_ —iHt/h _ 1
[¥(8)) = [4(0)) 7

O valor médio de A:

1 1 1
WONAO) = alles (O + c50ea(t) + 5l0)ea)] =a 5+ + | =a
pois as fases de ¢z e c3 s@o iguais e se cancelam nos termos cruzados. Assim (A) (t) = a,
constante.
Verificagdo pelo comutador: [H, A] atua trivialmente porque A mistura apenas |ug) e |us),
que pertencem ao mesmo autoespago de H (autovalor 2hwy). De fato,

1
HA=hwya | 0
0

N OO

0
2| =AH = [H ,A]=0.
0

A é constante de movimento: nenhuma probabilidade de resultado de medida de A depende do
tempo — em particular, P(+a) =1 e P(—a) = 0 para todo ¢. O
d) Nova medida da energia apés a medida de A

Como visto em (b), a medida de A deixa o estado inalterado: [¢') = [¢(0)). Uma medida
subsequente da energia da, portanto, os mesmos resultados do item (a):

1
Elzhwo COmP:§, E2:27LLL)0 com P =

)

N

~

+ |ug)) = |+) (se Ea,
projecao normalizada no autoespago degenerado). Como [H, A] = 0, os dois observéveis sao
compativeis e as medidas sucessivas nao se perturbam. O

e, apo6s essa medida, o estado colapsa em |u1) (se Ep) ou em %(h@
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Questao 09 — Duas particulas sem interacao num poco infinito

(P.3.16, Cohen-Tannoudji)

Enunciado (resumido). Duas particulas (1) e (2), de massas m; e mg, ndo interagem entre
si e estdo ambas num pogo de potencial infinito de largura a (V(z) =0 para 0 < x < a, V = c©
fora). O Hamiltoniano total é

p?

2mi

onde H; e Hy atuam, respectivamente, nos espagos & e &, sendo £ = £ ® &;. (a) Autoestados
e autovalores de H; caso m; = mg = m: niveis e degenerescéncias. (b) Para um estado dado
do sistema, probabilidades de medidas da energia total e da energia de uma sé particula; estado
ap6s a medida. (c) Correlagdes entre medidas sobre (1) e (2).

a) Autoestados e autovalores de H

Para uma particula de massa m; no poco infinito, os autoestados de H; sao

oW (z) = \/3 sin(?), H;

Como [Hi, Hz] = 0 (atuam em espagos diferentes), os produtos tensoriais

wﬁf)> ® ‘¢$)> = |PnPm)

formam uma base de autoestados de H, com autovalores

, 2h?
(pg)>7 Ezzw, n:1,2,3,

@g)> = n’e;

242 /.2 2
m*h* [(n m

H|0npm) = Enm |onem) Epm = n’e1 + mPeq = Su? ( + >
a? \mi1  ms

Se my /my for irracional, todos os niveis sdo nao degenerados.
Caso m; = mg = m: €] = g9 = € = w2h?/2ma® e
2 2
Epm = (n“+m?)e.

Os primeiros niveis:

Ey =2 nao degenerado (n,m) = (1,1);
Ei9 = Ey = 5¢ duplamente degenerado (1,2),(2,1);
Eoyy = 8¢ nao degenerado (2, 2);
Ei13 = FE3 = 10¢ duplamente degenerado (1,3),(3,1);
Ey3 = E39 = 13¢ duplamente degenerado (2,3), (3,2).

Em geral, todo nivel com n # m é (pelo menos) duplamente degenerado, pela troca n <> m; de-
generescéncias acidentais adicionais ocorrem quando n?+m? admite mais de uma decomposicio
(ex.: 50 = 12 + 7? = 52 + 52, nivel triplamente degenerado). O

b) Probabilidades de medidas de energia num estado dado

Considere, como exemplo tipico, o estado normalizado

) = S lerg) + /3 lera) + = loaen) +f5 e

20



(com mj = my = m; a soma dos médulos quadrados é % + % + % + % =1).
Energia total H. Os valores possiveis sdo os E,,, presentes na expansio:

P(2¢) = [{prn )2 = -

6’
P(5e) = [(p102)|” + [{p201[9)]? =

P(8e) = ’<902902W1>\

oo\»—x
cn\»—'

_ L
3

Se a medida der 5e (autovalor degenerado), o estado apds a medida é a proje¢ao normalizada

no autoespacgo:
\f\soupz + \[lwwl 2 1
=\ 3 le1e2) + 4/ 3 le201)
3 3
3 + 6

que é um estado emaranhado (néo fatoravel).

Energia da particula (1) apenas (H;). H; atua como H; ® 1 em £. Somam-se as probabi-
lidades sobre todos os estados da particula (2):

Z ‘ @1‘10m|7p
Z‘ (P290m‘w

Se a medida de H; der ¢ (isto é, n = 1), o estado colapsa na proje¢ao normalizada

MN\/ (1)
_ (‘901 ><‘P1 ‘ ® ]1> 1) _ ‘¢(1)> ® " \/§‘¢§2)>],

-l '

que é um estado produto: a particula (2) fica descrita por um vetor de estado bem definido,
atualizado pela medida sobre (1). De modo equivalente, antes de qualquer medida a particula
(2) isolada é descrita pelo operador densidade reduzido p = Try [¢)¢)|, que aqui ndo é um
projetor (estado misto), refletindo o emaranhamento de [1)). O

CDM—! cn\»a
oo\r—~ oo\»—x
l\D\r—t l\D\H

[4")

c) Correlagées entre as duas particulas

Estado produto. Se [¢) = ‘X(1)> ® ‘n(2)>, entdo, para observaveis A; (de &) e By (de &),

P(an,bn) = [(an [ X)I* [{bmln)* = Pi(an) Pa(bm) -

as probabilidades conjuntas fatoram, e o resultado de uma medida sobre (1) ndo altera as
previsoes sobre (2) (a projegao atua s6 no primeiro fator). As particulas sdo ndo correlacionadas.

Estado emaranhado. Se |¢) = an Cnm | PnPm) com ¢y nao fatoravel (cpm # anfBm), as
medidas ficam correlacionadas. No exemplo do item (b), ap6s a medida da energia total ter

dado 5e:
2 1
‘¢/> = \/;\901@} + \/;’<P2901>-

Medindo Hy: Py(e) = 2 e Pi(4e) = §. Mas, condicionado ao resultado de Hi, o resultado de

H fica completamente determinado:

Hy —e¢(n=1) = Hj — 4e com certeza,
Hy — 4e (n =2) = Hjy — ¢ com certeza,
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pois a projecdo pela medida sobre (1) seleciona um tnico termo da superposigdo. Assim
P(n=1,m=1) = 0 # Pi(¢)P2(e): as probabilidades conjuntas nao fatoram. Correlagdo per-
feita entre as energias individuais — assinatura do emaranhamento — mesmo sem qualquer
interagdo entre as particulas no instante da medida. O
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Questao 10 — Derivada de operadores dependentes de um para-
metro

(Messiah, Problema 8.3)
Seja A(§) um operador que depende de um pardmetro real . Define-se a derivada
dA A +¢e) — A(§)

— = lim ,

df e—0 £

entendida no sentido de que o limite existe quando aplicado aos vetores do dominio comum
apropriado.

a) %eifO =40 e%© para O observavel

Como O é um observavel (autoadjunto), o operador unitério %€ é definido pela série de potén-

cias

o0 . n
- i
esz — § ( g? o".
n!
n=0
Formalmente, em qualquer subespago em que a série convirja uniformemente em £ (por exemplo,
no subespago gerado por autovetores de O, onde O™ |0o) = 0™ |0) e a série é a exponencial numérica
e'€°_ absolutamente convergente), podemos derivar termo a termo. Calculemos diretamente pela

definigao:

1730)

)

ei(£+5)0 — %0 €0 _ 1
€
g 5

onde usamos que e'€+9)0 = €00 4lido porque ambos os fatores sdo fungdes do mesmo
operador O e portanto comutam (a férmula do produto de exponenciais vale sem termos de

comutador). Expandindo o primeiro fator em série,

ieO __ 1 1 X \n X \nn—2
i ) (i) O":z'O—i-eZ(l);O”.
€ € = n! o n!

Aplicado a um autovetor |o) de O, o termo restante vale
o0 .
(=
e 0"},
n=2

cuja norma é majorada por eelol para le] <1, indo a zero quando € — 0. Pela decomposi¢ao
espectral de O, o mesmo vale em todo o dominio denso apropriado. Logo

ieO
-1 d . )
lim & — = — 10, = — ¢80 = 0 0.
e—0 £ dg

Note que, como O comuta com €*4©, também podemos escrever o resultado como ¢%° 0. [

b) Regra do produto: d(f) = %B + A%

Sejam A(§) e B(§) diferencidveis. Escrevemos, para € # 0, a identidade algébrica (somando e
subtraindo A(£ 4+ ¢)B(€)):

A€ +e)B(E+e) — AQ)B(E) _ A€ +e) — Al
9 9

(€)+ A(g +) ZEFLZBE),

23



No limite ¢ — 0: o primeiro termo tende a % B(&) pela defini¢do da derivada de A; no se-
gundo, A({ +¢) — A(§) (diferenciabilidade implica continuidade, pois A({ + ¢) — A(§) =

¢ - [quociente limitado] — 0) e o quociente tende a %. Portanto

d dA dB

B =pya’

d¢ dé¢ dé

Observe que a ordem dos fatores foi preservada em cada passo da manipulacio algébrica acima:
em nenhum momento comutamos operadores. O resultado ndo pode ser escrito como B%—i— %—?A
em geral, pois A, B e suas derivadas ndo comutam entre si.

c) Derivada do inverso: d(ﬁ—:) = —A‘l%A_1
Suponha A(€) diferencidvel e inversivel para cada ¢ (com A~1(¢) também diferencidvel). Parti-
mos da identidade

A€ AT =1,

véalida para todo £&. Como o lado direito é constante, sua derivada é nula. Aplicando a regra do
produto do item (b) ao lado esquerdo:

dA
—AlyAa
TRRT:

dA™!
=0.

Isolando o segundo termo,
dA~! — _% A1
d§ dg ’
e multiplicando & esquerda por A~! (a multiplicacdo & esquerda é essencial, pois os operadores
nao comutam):

dAt _ d4
d§ dg

. 5 PN _ d 12
Como verificagao de consisténcia, no caso escalar A = a(§) recupera-se g¢(1/a) = —a'/a®. [

AL
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Questdao 11 — Elementos de matriz de f(p), base de momento e
ordenamentos

(Merzbacher, Exercicios 9.21, 9.22 e 14.5)

a) (a"|f(p)la) = f(~ihgl) o(a" — ')

Ponto de partida: o elemento de matriz do operador momento na base de posigao,

0 Sz — ).

<$”‘p‘:€,> = —ih oz

Mostremos por indugao que, para todo n > 0,

<x”’pn|x’> = (ihai”> §(a" — ).

Base: paran =0, ("|1|2') = (2”"|a’) = §(a” — 2’). Paran =1 é a relacdo de partida.
Passo indutivo: suponha a férmula valida para n. Inserindo a resolugdo da identidade
1= [dzlx) (],

@) = [ o (@lpla) (ol

= /dx <_ihai//> 52" —x) (—zhi)n §(z —a').

A derivada em z” pode ser retirada da integral (atua s6 na primeira delta), e a integragdo em x
contra 0(x” — ) substitui z — 2 na fungdo restante:

0 a\"
o+l N "o . o
(" |p" ") = Zh@x” /dx §(z" — x) ( zham> O(x — ')

n n+1
= —ihai” [(—ihai”> 5(x" — a:’)] = (—ihai”) §(z" —a'),

completando a inducao.

Agora seja f(p) = Y oo cnp™ expansivel em série de poténcias. Por linearidade (e trocando
formalmente soma com o elemento de matriz, o que ¢é legitimo no sentido de distribuicées, pois
cada termo atua sobre fungoes de teste suaves),

" / - nl.n / - - a " " /
IO =S (1) = S e (i) o)
n=0 n

=0

= f(—ihai”> 52" — ).

1 -y
b) Coeficientes de transformacio (z'|p') = ——— e®?'*'/"

\V2mh

Seja |p’) autoestado do momento, p|p’) = p'|p’). Projetando na base de posi¢io e usando a
representagao de p obtida no item (a),

(@' |plp’) = /dx" (@'|p|a") (2" |p') = /dx” <_m8ax’> §(z" — ") (a"|p")
L0,
= —ih 97 <:c ‘p > .
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Por outro lado, (2/|p|p’) = p’ (2/|p’). Obtemos assim a equacao diferencial de primeira ordem
in 3 @) =2 ).
da’
cuja solugao geral é
<$/‘p/> _ N(p/) o' /h'

A constante N é fixada pela normalizacao de delta na base de momento. Inserindo a completeza
em z':

(") = / da’ (p'|2") («'|p") = N*(p )N (p") / da’ €' P)2'/R

= N*(p")N(p") 2xh 6 (p" — p'),

onde se usou [ dz e** = 274(k) com k = (p” — p')/h e (k) = hé(p” — p'). Impondo (p'|p") =
§(p' — p") resulta |N|?27h = 1, ou seja, escolhendo a fase convencional N real e positivo,

El —

eip’:c’/h )
V2mh

Consequentemente a mudanga de representagao é a transformada de Fourier: ¢(p/) = (p/|a) =
ﬁfdx’e‘ip,xl/hw(ﬂs’). O
c) z°p2 + p2a? e 1(xp, + p,x)? diferem por termos de ordem 7”
Escrevamos p = p, e usemos [z, p| = ih. Queremos calcular explicitamente
A = 2%p? + pPa? — % (zp + px)*.

Primeiro, expandimos o quadrado mantendo a ordem dos fatores:

(zp + px)Q = IpITp + TPPI + PTIP + PTPT.
Reduzimos cada termo a forma padrdo usando pr = zp — ih e xp = px + ih:

xprp = z(zp — ih)p = 2*p® — ihap.

Facamos cada redugdo de forma sistemética, deslocando todos os p para a direita. Usando
px = xp — th repetidamente:

zppr = xp(pz) = xp(xp — ih) = z(px)p — ihxp = x(xp — ih)p — ihap = 2°p* — ik zp,

prxp = (px)zp = (zp — ih)xp = x(px)p — ihxp = x(xp — ih)p — ihxp = 2°p? — 2ih zp,

prpr = (px)(px) = (zp — ih)(zp — ih) = zpxp — 2ihxp + (ih)? = 2*p® — ihxp — 2ih zp — K>
= 2%p? — 3ihap — h?,

onde na tltima linha usamos xpxp = x?p? —ih xp (primeira reducio acima). Somando os quatro
termos:
rp+pxr)° =4z — &thxp — h”.
D+ p 2 4 2p2 Sih D h2

Analogamente, reduzimos p?z?:

p*a? = p(pz) z = plap — ih)z = (pz)(px) — ihpr = (m2p2 — 3ihxp — h2) —ih (zp — ih)
= 2%p? — dihap — 2R
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Portanto

22p? + p?2? = 22%p% — dihap — 2R2,
%(a:p +px)? = 222p* — dihap — %h2,

e a diferenca é um puro c-nimero de ordem h2:

A = z*p? + p*a? — % (zp 4 px)* = —% 2.

Os termos dependentes de x e p (inclusive os de ordem h) cancelam-se identicamente; os dois
ordenamentos simetrizados do produto classico z?p? coincidem, portanto, a menos de uma cons-
tante multipla de A%, que desaparece no limite cldssico i — 0. Isso ilustra a ambiguidade
intrinseca, de ordem K2, da regra de quantizacio por simetrizacio. ]
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Questao 12 — Limite classico: comutador e colchete de Poisson

(Merzbacher, Ex. 14.6)
Queremos ilustrar a correspondéncia (Eq. 14.60 de Merzbacher)

1

com a convenc¢do de Poisson declarada como

oF 0G  OF 0G
F = — ——
{ra} Ox Op,  Opy Ox’

tomando F = p? e G = 22, com [z, p,] = ih.

(i) Comutador quantico [p?, 2%

Usamos repetidamente a identidade [AB,C| = A[B,C] + [A, C]B. Primeiro,
[pe, 2%] = 2[ps, 2] + [pa, ] & = B(—ih) + (—ih)x = —2ihz,

pois [py, x| = =[x, p,] = —ih. Entao

[p2,2°%] = pe[pe, 2] + [pr 2?] Do
= pu(—2ihx) + (—2ihx) p,
= —2ih (px + Tps)-

Para exibir a correcdo quantica explicitamente, escrevemos p,xr = xp, — th, de modo que p,x +
TPy = 2xp, —th e

[p2,2%] = —2ih (zp; + pow) = —4ihzp, — 2h°

(equivalentemente, = —4ih p,a 4+ 2h?). Dividindo por ih:

1 .
ih [pi, xQ] = —2(xpy + pex) = —4xpy + 2ih.
No limite classico h — 0 os operadores x e p, passam a comutar (a ordem torna-se irrelevante)

¢ 0 termo 2ih — proveniente da correcio —2h? dentro do comutador — desaparece:
1

7[ 27372} — _2($pz+p$x)‘

= —4xp,.
th©7® h—0 Pz

classico

(ii) Colchete de Poisson cléssico

Com F = p? e G = 22 na convencio declarada:

2,42y = 2 ) 02) 00a?)

or  Opg Op, Ox
= (0)(0) — (2p)(22)
= —4zxp,.

Comparacao

1 .

%[pi,xz] = —4dxp, + 2ih vs. {pi,xZ} = —4zp,.
As duas expressoes coincidem exatamente no limite & — 0: o termo —2h2 no comutador (isto
é, +2ih ap6s dividir por i¢h) é a corre¢gdo puramente quantica, de ordem superior em h, que
desaparece no limite classico. Isso ilustra a Eq. (14.60), - [F,G] — {F,G}, no caso F = p2,
G = 22, com todos os sinais consistentes com [z,p;] = ih e com a convencdo de Poisson
adotada. O
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Questao 13 — Mistura de dois estados nao ortogonais e entropias

(Ex. 15.24 e Ex. 15.25 de Merzbacher)

a) Autovalores de p = py [ XU1| + Do [t )1

Sejam [1)1), |12) normalizados, ndo ortogonais, com superposi¢cao C' = (1|v2), e p1 + p2 = 1,
p1,2 > 0. O operador
p = p1 [V1)1] + pa [1h2)(1bs|

atua de forma ndo trivial apenas no subespaco bidimensional V = span{|¢1),|¢2)}: qualquer
vetor ortogonal a ambos é aniquilado por p, de modo que todos os demais autovalores sao nulos.
Restrinjamo-nos, pois, a V.
Em V, p é hermitiano com dois autovalores p1, pa. O polinémio caracteristico de um operador
2x2¢é
A — (Trp) A +detp =0, det p = 3 [(Trp)® — Trp?],

logo basta calcular Tr p e Tr p?.

Tragos. Como Tr |9 )¢;] = 1,
Trp=p1+p2=1

Para p?, usando |v;)(th;] [1;)(w;] = (Wil;) [i)Xwb| e Tr [wiXah;| = (¥5]q),

Trp* = pi + p3 + p1p2 Tr ([1)hr | [a)Wa]) + prpe Tr (|2t [1)(th1])
= p? + P + 2p1pa| (Y1 [Y2) |

= (p1 +p2)* — 2p1p2(1 — |C|2>
=1 2ps (1~ |CP?).

Portanto
detp = 31— Trp?] =p1P2<1 - |C|2),

e o polinémio caracteristico fica
2 2
A —)\+p1p2<1—]C|>:O.

Suas raizes sao

P12 =

1+ \/1 — 4p1p2 (1 - \<¢1|¢2>’2) ]

1
2

Como 4p1p2 < (p1+p2)?=1e0<1— \C!Q < 1, o radicando estd em [0, 1]: os autovalores sdo

reais, satisfazem 0 < p12 <1 e p; + P2 = 1, como deve ser para um operador densidade.
Verificagoes de consisténcia: se C' = 0 (estados ortogonais), p12 = %(hl: Ip1 — p2|) = {p1,p2};

se |C| =1 (estados iguais a menos de fase), p1 2 = {1,0} e p é puro. O

b) Entropia de mistura H (&) versus entropia de von Neumann S(p)

Tome agora a mistura equiprovavel p; = py = % A entropia de Shannon da preparacao (entropia
de mistura do ensemble &) é

=1n2,

D=

In

N[ —
N[ =

H(E)=—piInpy —p2lnpy = —1In

independentemente da superposi¢do C: ela mede apenas a ignorancia sobre qual estado foi
preparado.
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Ja a entropia de von Neumann depende dos autovalores de p. Com pips = %, o resultado do
item (a) da
144/1- (1—]0\2)

S(p) = —Tr(plnp) = —p1Inpr — p2 Inpo
1+|C|, 1+]|C] 1—-|C|, 1—|C|
— In — In .
2 2 2 2

1x(C
- ==

P12 = 5

e portanto

Comparagdo para 0 < |C| < 1. A funcdo s(A) = —AlnA— (1 —A)In(1 —\), com A =p; =
(1+|C|)/2 € [3,1], é estritamente decrescente nesse intervalo, com méximo In2 em A = 3. Logo:

e S(p) < H(E) = In2 para todo C, com igualdade somente quando C' = 0 (estados ortogo-
nais): a superposi¢do nao nula torna os dois membros do ensemble parcialmente indistin-
guiveis, e a informacao acessivel é menor do que a incerteza da preparacio.

e Quando |C| — 1, temos p; — 1, po — 0 e, usando lim,_,q+ xlnz =0,
S(p) — 0.

De fato, nesse limite os dois estados coincidem a menos de fase, p é puro e ndo ha mistura
fisica alguma, embora H(E) = In2 continue registrando a ignordncia (agora irrelevante)
sobre o rétulo da preparacao.

e Quando C — 0, p12 — % e
S(p) — In2=H(E):

com estados ortogonais, e portanto perfeitamente distinguiveis, a entropia de von Neumann
atinge a entropia de mistura, e toda a incerteza da preparacio é fisicamente acessivel.

Em resumo, S(p) interpola monotonicamente entre In2 (em C' = 0) e 0 (em |C| = 1), sempre com
S < H — ilustragdo do fato geral de que a entropia de von Neumann ¢ limitada superiormente
pela entropia de Shannon de qualquer ensemble que realize p. O
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Questao 14 — Potencial delta atrativo na representacao de mo-
mento

(Merzbacher, Problema 9.2)
Consideremos uma particula de massa m no potencial

V(z) =—gd(x), g>0,

e busquemos o estado ligado (E < 0) trabalhando inteiramente na representacdo de momento.

Equacao de Schrodinger em p-space

Seja ¢(p) = (p|1p). A equagdo de autovalores <% + V> |) = E'|¢) projetada em (p| d&

2 o0
p
3 9(P) +/ dp’ (p|V]p') ¢(t') = E ¢(p).
O niicleo do potencial calcula-se com (z|p) = eP*/" /\/27h:

V1) = [[aripla) [ 98] (all) = 5% [ aw st@y e/ -men = 0

O niucleo é constante (separavel), de modo que a equagao integral fica
P2
— ydp' = F
o) - 5% [ o) @' = o)

Solugao e condicao de autoconsisténcia

Para estado ligado escrevemos F = —|E| e definimos a constante
[e.9]
C= / o(p') dp/
—0oQ
Como 2 >y |E| > 0 para todo p, podemos isolar ¢:
9 C
o) =57 —5——
2mh p
—+|E |

Integrando ambos os lados em p e cancelando C' # 0 (sendo ¢ = 0), obtemos a condi¢ao de

autoconsisténcia
1= 9 / _dp  _gm [*  dp
27h _Oop—2+\E| Th ) o p? +2m|E|
2m
o
d
Com/ 2p2—z,a: 2m|E|
o PPt a a
2
gm ™ gm mg mg
= = = FE — E=——=.
mh \/2m|E|  hy/2m|E] mlE| = h 2h?

A condicao admite uma dnica solugao para |E| (o lado direito de 1 = gm/hy/2m|E| é mondtono
decrescente em |E|), logo ha exatamente um estado ligado.
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Autofuncao em p e retorno a representacao de posicao

Definindo k = /2m|E|/h = mg/h?, a autofuncio em momento é

gC 2m 1
::4447444447747::Af444447?47
27h p2 + h°K2 p? + h°k?

o(p)

[e.o] T

com N fixado pela normaliza¢io [ |¢[*dp = 1. Usando [ (1)2:1_71;2)2 = 513 com b = hk:

5 T [ 2R3 K3 2h3 K3 1
= 1 > = = .
’N‘ 2h3,‘§]3 N - 9 (b(p) T p2 + h2/€2

A funcdo de onda em x é a transformada inversa:

1 00 ] FLQK,?’ 00 eipx/h
— d ipz/h — d
v(z) V2rh /oo be o) 72 ) oo p? + h2k2

A integral é padrao (residuos, fechando o contorno no semiplano superior para x > 0 e inferior

para x < 0):
—oo P2+ h2K2 hk

Ih?k3 7
— , —rlz| _ —klz|
Y(x) i VK e ,

on%’

Logo

e, substituindo x = mg/h?,

Verifica-se de imediato [ |1[>dz = k- & = 1.

Comparacao com o calculo na representacao de posigao

Na Secéo 6.4 do Merzbacher o mesmo problema é resolvido em z-space: para x # 0 a equagdo
livre da ¥ o e "7l e a descontinuidade da derivada imposta pela delta, 1 (0F) —'(07) =
—2;;977!)(0), fixa k = mg/h%, isto é, E = —mg?/2h?, com um tnico estado ligado, par. E
exatamente o que obtivemos: a representagdo de momento converte a condicao de salto da
derivada na condi¢do algébrica de autoconsisténcia 1 = 32 [dp (p?/2m + |E |)_1, e ambas as

vias produzem o mesmo espectro e a mesma autofuncao. O
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Questao 15 — Teorema do virial

(P.3.10.a,b, complemento de exercicios do Cap. III, Cohen-Tannoudji, Diu & Laloé, Vol. 1)

Enunciado (resumido). a) Em um problema unidimensional com hamiltoniano H = p?/2m+
V(z), considere o operador A = Z(zp + pz). Calcule o comutador [H, A] e mostre que, em
um estado estaciondrio |¢) de H, vale (p|[H, A]|l¢) = 0; deduza o teorema do virial 2 (T) =
(x dV/dz), e o caso particular V(x) = Az". b) Generalize para trés dimensoes, com A =
t(r-p+p-r), obtendo 2 (T) = (r- VV); aplique a potenciais homogéneos de grau n e aos casos
do oscilador harmonico e do potencial coulombiano.

a) Caso unidimensional

Escolhemos o operador hermitiano

1 R
A= 5(zp+pr) =ap - %
onde usamos [z,p] = ih. Como A difere de xp apenas por uma constante multiplicativa da
identidade, temos
[H,A] = [H, xp].
2
Calculemos [H, zp] com H = 27; + V(z), usando a regra de Leibniz [H,zp| = [H, z|p + x[H, p].
m
Primeiro termo. Como V(x) comuta com z,
1 1 1 ih
H - 2 - — _~ (_ihp—ih __n
[H, 2] = 5—[p", 2] = 5~ (plp,a] + [p, 2]p) = 5—(=ihp = ihp) = ——p

Segundo termo. Como p? comuta com p, e [V (z),p] = ih i—‘; (consequéncia de [z,p] = ih e da
expansao de V' em poténcias de z, ou diretamente na representagao de posi¢ao, pois [V, ply =

By — (V)] = By,

dVv
Hp=[V =ih—.
[H,p] = [V(2),p] = ih
Portanto,
ih d dv 2
A = -T2 ine WY (oY o com T = L.
m dz dz 2m

Seja agora |¢) um autoestado estacionario de H, H |p) = FE |¢), normalizado. Entao

(pl[H, Allp) = (p|HA[p) — (p|AH|p)
= E(p|Alp) — E(p|Alp) =0,

onde usamos H |p) = F|p) e, por hermiticidade de H, (p| H = E (p|. (Este é o argumento
geral: o valor médio do comutador de H com qualquer operador se anula em estado estacionério;
equivalentemente, d (4)/dt = L ([A, H]) =0.)

Tomando o valor médio da expressao do comutador,

0= (el Al =it -2) = 2= )

que é o teorema do virial em uma dimensao.

Caso V(z) = Az™. Entdao x dV /dx = nAz™ = nV(z), e portanto

2(T) =n(V).
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b) Caso tridimensional

2
Agora H = L V(r) e tomamos
m

2
1 1 3ih
A=g-ptp-r)=) (2 +pjz)=r-p——
j=1
usando [xj,pg] = ihd;,. De novo [H,A] = [H,r-p|, e o cilculo é a soma, componente a

componente, do cilculo unidimensional:

[H, xp;] = [H, zj]p; + zj[H, pjl,

1 ih

(H,z;] = %[PQJJ‘] = —Epj,
LoV
[H,pj] =[V(r),pj] =ih oz,

Somando em j:

2
[H, A = m(r-vv— p> = ih(r- VV — 2T).
m

Em um estado estaciondrio |¢), o mesmo argumento do item (a) da (p|[H, A]|¢) = 0, logo

2(T) =(x-VV) |

Potencial homogéneo de grau n. Se V(ar) = o™V (r) para todo a > 0, o teorema de Euler das
fungdes homogéneas da r - VV = nV (basta derivar a relacdo de homogeneidade em « e pér
a =1). Portanto

2(T) =n (V).
Ezemplos.
(i) Oscilador harménico, V = Jmw?r? (n = 2):
E
m=w)=2,

pois E = (T) 4+ (V): a energia se reparte igualmente entre cinética e potencial.

62

(ii) Potencial coulombiano, V = —— (n = —1):
r

2(T) = — (V) — E:<T>+(V):—<T>:<2>.

Como (T') > 0, os estados ligados tém E < 0, em acordo com o espectro do dtomo de
hidrogénio.

O]
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Questao 16 — Densidade de corrente de probabilidade

(P.3.8 e P.3.9, complemento de exercicios do Cap. III, Cohen-Tannoudji, Diu & Laloé, Vol. 1)
Enunciado (resumido). a) A partir da equagao de Schrodinger dependente do tempo, deduza

h
a equacdo de continuidade dp/dt + dJ/dx =0, com p = |[p|* e J = —Im (w*g—f). Calcule p e
m
J para a superposicao de ondas planas ¢ (z,t) = A gilka—wt) 4 B e—ilkatwt) (onda incidente mais
onda refletida) e discuta os termos de interferéncia. b) Mostre que, escrevendo ¢ (r) = ¢(r) ¢?®)

h ,
com ¢ e f reais, a corrente é J = — ¢? V#; aplique & onda plana ¢ = A e’T,
m

a) Equacao de continuidade e superposicao incidente + refletida

Dedugdo da equacao de continuidade. Para uma particula em uma dimensao, a equacao de
Schrédinger e sua conjugada sdo

Loy RO

Zha——%w—i“/(l‘)d),

. 8¢* B h2 821/1* .
—ih % = 9 a2 + V(z)y*,

com V real. Multiplicando a primeira por ¥*, a segunda por 1, e subtraindo:

aw* B h2 *821/1 82w*
ot ) __m< o2 Vo )

e
Zh<'¢ a+¢ 81‘2

O lado esquerdo é ih 8|1/J]2 / Ot; os termos de potencial se cancelam. O lado direito é uma

derivada total: o2
L0
V5 =

0z2

O?* 0 ( .0y o*
Oz _&n(¢8x_wax>'
Logo, definindo

: ho( 0 00\ B (0
plot) = o, It = (65w S ) = Lo (),

obtemos a equacao de continuidade

o 0J _

ot T ar =0

que expressa a conservacao local da probabilidade.

Superposicio de ondas incidente e refletida. Considere a particula livre com

. . . . . 2
LZJ(ZL‘,t) — Aez(kac—wt) + Be—z(k:v-{—wt) _ <A ezkac + Be—zkx)e—zwt’ W= Zi
m

Como o fator temporal é global, p e J sdo independentes do tempo (estado estacionario). A
densidade é

. . 2
p(w) — Aezkx_‘_Befzk:L‘

_ |A|2_|_|B|2+AB*62ikx+A*Be—2ikz
= |A|* + | B> 4 2|A||B| cos(2kz + o),
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onde escrevemos AB* = |A||B|e*®. Os termos cruzados produzem uma modulagio espacial esta-
ciondria de periodo 7/k (figura de interferéncia entre a onda incidente e a refletida), estacionaria
no tempo porque as duas ondas tém a mesma frequéncia w.

Para a corrente, calculemos exatamente. Com u(z) = Aekr 4 Be~ihr,

g&i — ik (Aeikx _ Be—ikx) et
€
*g@i _ ik<A*€7ikaz 4 B*eikz> (Aeikx _ Befik;r>

— ik[|A]? = |BP — A"B e 1 AB* ]
- ik[|A\2 —|B)® +2i Im (AB*J““)]

Tomando a parte imaginaria:

ton (757 ) = k(1A - 5

pois o termo ik - 2i Im(---) = —2k Im(AB*e?**®) & real e ndo contribui para a parte imaginaria.
Portanto,

7="2(1ap - 1B,

independente de z e de t.

Discussdo. A conta acima é exata: os termos cruzados (de interferéncia) se cancelam iden-
ticamente na corrente — nao é preciso nenhuma média temporal ou espacial. A razao é que
a contribui¢do cruzada a 1*0,1 é puramente imaginaria vezes ik, isto é, real, e a corrente s
retém a parte imaginaria. Fisicamente: a corrente liquida é a diferenca entre o fluxo incidente
(hk/m)|A|* e o fluxo refletido (hk/m)|B|?, exatamente como se as duas ondas transportassem
probabilidade de forma independente — embora a densidade p exiba interferéncia. Isso é con-
sistente com a equagao de continuidade: como p é independente de t, deve valer 0J/0x = 0,

ou seja, J constante, como encontrado. No caso particular |B| = |A]| (reflexdo total, e.g. parede
impenetravel), J = 0 e p o cos?(kx + a/2): onda estaciondria pura, sem transporte liquido de
probabilidade. O

b) Corrente e gradiente da fase

Em trés dimensoes, a densidade de corrente é

h *
36 = () Vo)
Escrevamos a funcio de onda em forma polar, 1(r) = o(r) €™ com ¢ > 0 e § reais. Entdo

Vi = (Vo)e +ip(Vh)e®,

PV = @e*ia[V@ + i@VG]ew =pVe+ip?Ve.

O primeiro termo é real; a parte imaginaria é ¢>V#. Logo,

h
J=—¢*Vl=pv, v(r)
m

Il

3=
<
=
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com p = ¢?. A corrente é, portanto, proporcional ao gradiente da fase: o médulo ¢ determina
onde a particula estd, mas é a variacao espacial da fase que transporta probabilidade — uma
funcao de onda de fase constante (a menos de fator global), em particular real, tem corrente nula.
O campo v = (h/m)V tem a interpretacdo de velocidade local do "fluido” de probabilidade, e
J = pv é a forma hidrodindmica usual.

Aplicagdo: onda plana. Para 1)(r) = Ae™7T escrevendo A = |AleX temos ¢ = |A| e O(r) =
k-r+y,donde VO =ke

2hk: :@:B

pP= ’AP) J = |A’ — ) v )
m m m

isto é, densidade uniforme fluindo com a velocidade de grupo classica p/m associada ao momento
p = hk. O
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Questao 17 — Operador densidade

(P.3.17, P.3.18 e P.3.19, Cohen-Tannoudji)

Exercicio 17: propriedades gerais e evolucao de p

Enunciado (resumido). Seja p o operador densidade de um sistema arbitrario, com autove-
tores |x;) e autovalores m;. Mostre que Tr p? < 1, com igualdade se e somente se p descreve um
estado puro; mostre que p é puro se e somente se p?> = p; escreva a equacao de evolucio de p e
mostre que Tr p2 é constante no tempo.

Solucao.

(a) Trp? < 1. O operador densidade é hermitiano, positivo e de traco unitario. Na sua base
prépria,

p=> mix)oal, m=0, Y m=L
z z

Entao
Trp? = Z 2.
l
Como 0 < 7 <1 (cada m; é ndo negativo e a soma de todos vale 1), temos 7rl2 < m, logo

Tr p? :Zﬂlz < Zm =1.
l l

A igualdade ocorre se e somente se wf = m para todo [, isto é, m € {0,1}. Como ), m =1,

exatamente um autovalor vale 1 e os demais sao nulos:

p = ’Xlo><Xlo|7

ou seja, p é o projetor sobre um tnico vetor de estado — um estado puro.

(b) p puro <= p*>=p. Sep=[)Xy| com (Y[¢)) = 1, entdo
PP = 10X [oX] = (@) [9)e] = p.

Reciprocamente, se p? = p, entdo na base prépria 77 = 7, isto é, m € {0,1}; a condigdo Trp =1
for¢a um tnico m, =1, € p = |x1,){Xx1,| € um projetor de posto 1, ou seja, um estado puro. Note
que isso equivale a Tr p? = 1.

(c) Evolucao temporal e conservagao da pureza. Para um estado puro |¢(t)) obedecendo
a equacao de Schrodinger, p = |1 (t) Xy (t)| satisfaz

Ldp o (d[Y) : d(¥|
ZTL& = Zh(dt) (Y] + ih|y) (dt)
= H[y)y| — [vX¢| H = [H, pl,

e por linearidade da mistura estatistica (p = >, pg |¥r)(¥x|, com pesos pj constantes) a mesma
equagao vale para p geral:

ih% = [H(t), p(t)] (equagao de von Neumann).
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Agora,

d dp dp dp 2 2 9
S Trp2=Tr (L Ll=2T = = Tr(plH,p)) = = Tr (pHp — p2H).
3 e r<dtp+pdt> r< dt) = Tr(plH, p]) = = Tr (pHp — p°H)

Pela ciclicidade do trago, Tr(pHp) = Tr (sz ), logo
d

— T = 0.
ai T

A pureza Tr p? ¢, portanto, uma constante do movimento: a evolugio unitéria (hamiltoniana)
jamais transforma um estado puro em mistura, nem o contrario. O

Exercicio 18: operadores densidade reduzidos e correlagoes

Enunciado (resumido). Um sistema global é composto de dois subsistemas (1) e (2); seja p o
operador densidade global e defina os operadores reduzidos p(1) = Tra p e p(2) = Tr1 p. Mostre
que: (a) Trip(1) =1; (b) (A(1)) = Tr[p(1) A(1)] para todo observavel A(1) agindo apenas no
subsistema 1; (¢) se p = p(1) ® p(2), os subsistemas sdo descorrelacionados; (d) em geral p(1)
descreve um estado misto mesmo quando p é puro.

Solugao. Sejam {|um,)} e {|v,)} bases ortonormais dos espagos &1 e &. Por definigio,

<um\p(1)]um/> = Z <um Un|p|um’ Un> .

n
(a) Normalizagao.

Try p(1 Z (U |p(1) |t :Z (U Up | plmvyn) = Trp = 1.

m m,n

Além disso p(1) é hermitiano e positivo (herda essas propriedades de p, pois (p|p(1)|¢) =
> (@unlplevy) > 0); logo é um operador densidade legitimo.

(b) Valores médios de observaveis do subsistema 1. Para A = A(1) ® 1(2),

(A(1)) = Tr (pfl) = Z Z (U Un | Pl V) (U0 | A(1) @ T vp,)

= Z [Z (Umn | pltim vn) | (U | A(L) )
= (D)t} (| A1) ) = Try [p(1) A(1)],

onde usamos (v, |1|vn) = Opp. Assim, p(1) contém toda a informacdo necessaria para prever
resultados de medidas feitas apenas no subsistema 1.

(c) Estado produto = auséncia de correlagdes. Se p = p(1)®p(2), entdo, para observaveis
A(1) e B(2),
(AM)B(2)) = Tr(p(1) ® p(2))(A(1) ® B(2))] = Tr[p(1)A(1) @ p(2) B(2)]
= Tr1 [p(1)A(1)] Tr2 [p(2) B(2)] = (A(1)) (B(2)),
pois o traco de um produto tensorial fatoriza. Todas as fungdes de correlacao fatoram: os

subsistemas sdo estatisticamente independentes. (Verifica-se também que, nesse caso, Trg p =
p(1) e Try p = p(2), de modo que a notagao é consistente.)
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(d) p(1) é em geral misto, mesmo com p puro. Considere dois sistemas de dois niveis,
com bases {|+),|—)}, no estado puro emaranhado

L

[¥) 7

(=) +1=4)),  p=IvXyl.
Explicitamente,
1
p = (=Kot =]+ =Xt o [ =)k —] + =K =+
Tomando o trago parcial sobre o subsistema 2 (apenas os termos diagonais no indice 2 sobrevi-
vem):
1 1

p(1) = Tra p = S (14)H +1-K-]) = 5.
Entdo p(1)? = 1/4 # p(1) e Trp(1)> = £ < 1: o estado reduzido é uma mistura estatistica
(de fato, a mistura maximamente desordenada), embora o estado global seja puro com Tr p? =

1. A informacdo “perdida” estd nas correlagdes (emaranhamento) entre os dois subsistemas,
inacessiveis a medidas locais. Em geral, p(1) é puro somente quando |¢)) é um produto tensorial

p(1)) @ [x(2))- ]

Exercicio 19: evolugao do operador densidade reduzido

Enunciado (resumido). O sistema global do exercicio anterior evolui com hamiltoniano H.
Mostre que, se H = H(1) ® 1(2) + 1(1) ® H(2) (subsistemas sem interacao), entdo p(1) obedece
a uma equagdo de von Neumann prépria, ihdp(l)/dt = [H(1),p(1)]. Mostre que, havendo
interagdo Hiz, p(1)(t) em geral ndo satisfaz uma equacao de evolugao fechada desse tipo.

Solucao.

(a) Sem interagao: evolugao unitaria do subsistema. O estado global obedece ihdp/dt =
[H, p]. Tomando o trago parcial sobre 2:

thhz(tl) =Try [H,p] =Tra [H(1) ® 1, p] + Trz [1 @ H(2), pl.

O segundo termo anula-se pela ciclicidade do trago parcial em operadores que agem s6 em &s:
Trz [(L1® H(2))p — p(1® H(2))] =0,

como se verifica em componentes,

Z (umvn|(1 ®@ H(2))p = p (1 @ H(2))|umvn) = Z [<”n’H(2)|Un'> (tmvn | pltinvn )

n n,n’
— (U V| | U Vi) (vn'\H(Q)\Un>] =0,

pois as duas somas duplas sdo idénticas apds a troca n <> n’. J& no primeiro termo, H(1) sai
do traco parcial:

Tra [(H(1) @ 1)p] = H(1) Trap = HO) p(1),  Trz [p(H(1) @ 1)] = p(1) H(1).
Portanto,

im0 (1), p(1))

na auséncia de interacao, o subsistema 1 evolui autonomamente segundo sua prépria equacao de
von Neumann (evolucio unitaria gerada por H(1)). Em particular, pelo Exercicio 17, Tr p(1)?
é constante: a pureza do subsistema se conserva.
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(b) Com interagao: a evolugao reduzida nao é fechada. Se H =H(1)®1+1® H(2)+
His, o traco parcial da

20 (1), (1) + Trs (13, ],
e o ultimo termo depende do operador global p(t) completo — em particular das correlagoes
entre 1 e 2 —, ndo apenas de p(1)(¢). Logo, em geral nio existe hamiltoniano efetivo H(1) tal
que ihdp(1)/dt = [ﬁ(l), p(l)]

Um argumento direto mostra que nenhuma equacao de von Neumann (evolu¢do unitaria)
pode descrever p(1)(t) nesse caso: evolucdo unitdria preserva Trp(1)? (Exercicio 17), mas a
interacdo altera a pureza do estado reduzido. Contraexemplo: dois sistemas de dois niveis
inicialmente no estado produto puro

1
V2

sob a interagdo Hiz = hg |—)X—| ® (|[+X—| + |=X+]|) (com H(1) = H(2) =0). O ramo |—) ® |+)
evolui para |—) ® (cos gt |+) — isingt |—)), enquanto |+) ® |4) fica parado, de modo que

|4(0)) (I+)+1=)@+),  p(1)(0) puro, Trp(1)*(0) =1,

1

[¥(#) = —Z=[+) @ [+) + =) @ (cos gt |+) —isingt |-))].

S

2
O estado reduzido resulta

1+ cos? gt

PO =5 (gorge 3) e (190,10 TraP =

2 \cosgt
Em t = 7/2g, Trp(1)? = %: o estado reduzido tornou-se maximamente misto. Como uma equa-
¢ao de von Neumann fechada conservaria a pureza, concluimos que, na presenca de interacao, a
evolugao de p(1) ndo é unitaria nem, em geral, descritivel por equagao fechada em p(1) apenas: o
subsistema emaranha-se com o outro, e a dindmica reduzida carrega os efeitos dessas correlagoes
(fendmeno na raiz da decoeréncia). O
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Questao 18 — Precessao de valores esperados
(Weinberg, Problema 3.1)
Um sistema possui observaveis A e B (na representagdo de Heisenberg) satisfazendo
[H,A] =iwB, [H,B] = —iwA,

com w real. Note que, nesta convencdo, w tem dimensao de energia (pois [H, A] tem dimensao
de H - A); a frequéncia angular associada serd w/h. Conhecidos (A4), e (B), em ¢t = 0, queremos

(4) (t) e (B) (t).
Equacoes de movimento

Para um Hamiltoniano independente do tempo, a equacao de Heisenberg para o valor esperado
de um observavel O sem dependéncia explicita no tempo é

oy i

S(0) = 5 (H,0)).

Aplicando a A e a B e usando as relagoes de comutagao dadas:

d i T, w

3 A =5 (A = o (w)(B) = —+(B),
d i T, w

3 (B) =7 (H.B) = 7 (~iw) (4) = +7 (4).

Solucao do sistema acoplado

Derivando a primeira equagao e substituindo a segunda:

d? w d w?
A =22 (B =-%
de¢ hdt h

isto é, (A) oscila harmonicamente com frequéncia angular w/h. A solugdo geral é

t

mﬂwzqm%é>+@m<g>

Em t = 0: C; = (A),. Da primeira equacdo de movimento, (B) = —(h/w)d(A) /dt, logo em

t =
(Byy =2 L)

w dt

h
:—a~%02=—02 — 02:—<B>0.
0

Portanto,

Verificagio: em t = 0 recuperam-se (A), e (B),; derivando, d (B) /dt = (w/h) (A), como
exigido. O par ((A), (B)) precessa no plano AB: a quantidade (A)? + (B)? é constante no
tempo, exatamente como as componentes de um vetor girando com velocidade angular w/h (é
a estrutura tipica de um spin precessando num campo magnético). ]
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Questao 19 — Probabilidade de sobrevivéncia a tempos curtos

(Weinberg, Problema 3.2)

Seja |¥(0)) um estado normalizado com dispersao de energia
AE = \[((H = (H))*) =/ (H?) ~ (1)?,

onde (-) = (¥(0)|-|¥(0)). Queremos a probabilidade de o sistema ainda ser encontrado em
|¥(0)) apds um tempo curto 0, até segunda ordem em dt.

Amplitude de sobrevivéncia
Com H independente do tempo, |¥(6t)) = e~*H9/" |W(0)). A amplitude de sobrevivéncia é
A(8t) = (L(0)|(61)) = (L(0)]e "W (0)) .

Expandindo a exponencial até segunda ordem em dt:

i 2
A(St) = ((0)] 1 — %H— 522H2+O(5t3) (0))
_po ot (H) - o (H?) +0O(5t%).

h 252

Probabilidade
A probabilidade é o médulo quadrado, P(5t) = |A(6t)|* = A*A. Mantendo termos até 5t2:

P(6t) = (1 + % (H) — o <H2>> <1 - % (H) — 5;; <H2>> + O(5t?)

2h?
o, O o 3
=1 )+ Oy o)
—1- 5i ((2) — (%) + 0 (5¢%).
Portanto,
P(6t) = (T (6t)|T(0))* =1 — (AE;;)QQW +O(6t%).

Comentario fisico

O decaimento inicial é quadrdtico em 6t, e ndo linear (ndo exponencial): a taxa instantnea
de decaimento se anula em ¢ = 0. E a dispersdo de energia AE — nao (H) — que controla
a "velocidade” com que o estado deixa de se parecer consigo mesmo, em consonancia com a
relacdo de incerteza tempo—energia: o tempo caracteristico de evolucdo é 7 ~ h/AE. Esse
comportamento quadratico é a base do efeito Zendo quantico: medindo-se o sistema N vezes
em intervalos 0t = /N, a probabilidade de sobrevivéncia total é [1 — (AE)Qtz/(NQFLQ)]N —1
quando N — oo — medicgoes suficientemente frequentes “congelam” a evolucao. O
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Questao 20 — Fatorabilidade de todas as correlagoes implica es-
tado produto

(P.8.3, Ballentine)

Enunciado. Suponha que, para algum estado p de um sistema de duas componentes, valha
<R(1)R(2)> =Tr {p (R(l) ® R(Q)ﬂ =Tr [p (R(l) ® ]1)} Ty {p <11 ® R(Q))} = <R(1)> <R(2)>

para todos os operadores hermitianos R (no fator #;) e R® (no fator Hs). Prove que entéo
p = ﬁ(l) ® [)(2)7 com ﬁ(l) = Tr2p e ﬁ(Q) =Tr; p-

Demonstragao. Defina o operador
o=p-—pPep? PV =Trp ="y

Queremos mostrar ¢ = 0.

Passo 0 (normalizacées e consisténcia). Tomando R = R?) =1 na hipétese obtemos Tr p =
(Tt p)?; como p é um operador densidade, Trp = 1, e a hipétese é consistente. Além disso, pela
defini¢do de trago parcial,

Tr [,0 (R<1> ® ]1)} — Try [ﬁ(l)R(l)}, Tr [p (]1 ® R(2))} ~ Try [ﬁ(”R(?)},

e Try pV) = Try 5@ = Trp = 1, de modo que Tr [,5(1) ® ,5(2)] =1 e, em particular, Tro = 0.

Passo 1 (a hipdtese em termos de o). Para RM | R®) hermitianos quaisquer,
Tr |:U (R(l) ® R(2)>] =Tr [p (R(l) ® R(2)>] — Tr[(ﬁ(l) ® 5(2)) (R(l) ® R(Q))}
— < R R(2>> Ty {ﬁm R(l)} Try [ﬁ@) R(z)}

_ <R<1>R(2>> _ <R<1>> <R(2>> — 0,

onde na segunda linha usamos que o trago de um produto tensorial fatora, Tr[A ® B] =
Try A Trs B, e a hipdtese na dltima igualdade. Logo

Tr [cr (R(l) ® R(2))} =0 para todos RM = R(I)T, R® = R&f,

Passo 2 (de hermitianos para operadores arbitrdrios). Todo operador X em H; se decompoe
como combinagao complexa de dois hermitianos:

X+ X7 X - Xt
X=X, +iX_, X,—=o+% _ oXo= g
2 24
e analogamente Y =Y, +4Y_ em Hy. Entao, pela linearidade do trago,
Trjo (X ®Y)] = Z cap Tr[o (Xo ®@Y3)] =0, cap € {1,4,1,—1},

a,bE{-}—,—}
pois cada termo Tr [0 (X, ® Y}3)] envolve hermitianos e se anula pelo Passo 1. Portanto

Trje (X ®Y)]=0 para todos os operadores X em Hi, Y em Hs.

Passo 3 (os produtos X ® Y geram todo o espago de operadores). Sejam {|i)} e {|k)} bases
ortonormais de H; e Ha, respectivamente. Os operadores [i)(j| ® |k)!| formam uma base do
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espaco de operadores em H; ® Ha, e todos sdo da forma X ® Y. Escolhendo X = [j)i| e
Y = |I)(k| no Passo 2, calculamos o elemento de matriz geral de o:

0 = Trlo ()il @ [XKD] = Y (%' o (1)l @ [IXkD|7K)

i k!

=" (o) (i) (k|K') = (iklo]jl).

il K

Como isso vale para todos os indices i, j, k, [, todos os elementos de matriz de o na base produto
{lik) = |i) ® |k)} se anulam, logo o = 0.

Concluimos que
p=pMep® = (Tryp) @ (Trip),

isto é, o estado é o produto tensorial dos seus estados reduzidos: a auséncia de correlacoes entre
todos os pares de observaveis das duas componentes for¢a o operador densidade a ser um estado
produto (sem correlagoes cldssicas nem quénticas). ]
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Questao 21 — Evolucao local em uma componente nao afeta o
estado reduzido da outra

(P.8.6, Ballentine)
Enunciado. Um sistema de duas componentes evolui sob
Uty = vV e,

isto é, uma perturbagdo externa (possivelmente dependente do tempo) age somente sobre a
componente 1, e ndo hé interagio entre as componentes. Seja p(t) = U(t) p(0) UT(t), com p(0)
um estado arbitrdario (em geral correlacionado). Prove que o estado parcial da componente 2,
P (t) = Try p(t), é independente de t.

Lema (ciclicidade do trago parcial no mesmo fator). Para qualquer operador p em
H1 ® Ho e quaisquer operadores AL, B em Hy,

Try [(A(“ ® 11) o (B“) ® 11)} = Tr [(B(l)A“) ® 11) p}.

Prova do lema. Sejam {|i)} base ortonormal de H; e {|k)} base ortonormal de Hso; escrevemos
lik) = |i) ® |k). O elemento de matriz geral do lado esquerdo, como operador em Hs, é

(k| Tr, [(A“) ® ]1) p (B“) ® ]1)] =3 Gk (A(1> ® ]1) 0 (B(1> ® ]1) lil)
=> "> (ilAW|m) (mk|pnl) (n]BM]i)

i m,n

—Z(Z (n| B ><z‘\A<l>|m>> (mklpind)

= Z (n|BWAD |m) (mk|p|nl)

= Z nk|( ) ® ]1) p|nl)

= (k|Tn, [(B< AW @) p| I,

onde na segunda linha inserimos as resolucoes da identidade 1 = ) |m)(m|e 1l =>"  |n)n|em
H1 (os fatores em Ho sdao diagonais porque os operadores externos sao AV @1 e BW g 1), e na
terceira usamos a completeza . [i)(i| = 1. Note que a ciclicidade vale precisamente porque os
dois operadores deslocados agem no mesmo fator em que o traco parcial é tomado; um operador
agindo em Ho ndo pode ser ciclado sob Try. Isso prova o lema. [J

Demonstragio da questdo. Com U(t) = UV (#) @ 1 e usando (A1) = AT @1,

P (1) = Trr p(t) = Ty [ (U @) 21) p(0) (0D (1) 1) |
— Tr, [(U@)T(t) vt ® ]1) p(O)] (lema, com AW = g, B = gt
=Tr[(1®1)p(0)]  (unitariedade: UMM = 1)
= Tr1p(0) = 3*(0).

Equivalentemente, em componentes:

(kIpP (t)1) = Z (k| U(t) p(0) UT(2) lil)

= [Z (n|UDa) Ut !m>] (mkl|p(0)nl) =) (nk|p(0)|nl),

[ n
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que é exatamente (k|5 (0)[1), sem qualquer dependéncia em t.

Interpretacgao. O resultado vale para p(0) arbitrario, inclusive fortemente correlacionado (ema-
ranhado): enquanto ndo houver interagao entre as componentes, nenhuma operacao unitaria lo-
cal sobre a componente 1 — por mais violenta que seja a perturbacao externa — altera o estado
reduzido ﬁ(Q), e portanto nenhuma estatistica de medidas realizadas apenas na componente 2.
Em particular, correlagoes preexistentes ndo podem ser usadas para transmitir sinais de 1 para
2 (nao sinalizagao). O
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Questao 22 — Operador de deslocamento finito
(Desai, Problema 2.9)
Considere o operador de deslocamento (translacao) finito
F(d) = e~Pd/h

com p o operador momento e d real. Como p é hermitiano, F(d) é unitario: FT(d)F(d) =
€+ipd/h67ipd/h —1.

(a) Comutador [z, F(d)] = d F(d)

Primeiro estabelecemos, por inducdo, que [z,p"] = ihnp" . Para n = 1 é a relagdo candnica
[z, p] = ih. Supondo vélida para n, use a regra de Leibniz [x,p”“] = [z, p"]p + p"[x, pl:

[z, p" "] =ihnp™ ' p+p" (ih) = ik (n+ 1) p"
o que fecha a inducdo. Agora expanda F'(d) em série e comute termo a termo:

—[x,i;m”wl—i;m”w

n=1
(G = (G Loty (3
- i;(”) "= dF(a)
=0

onde usamos ih - (—id/h) = d e a mudanca de indice m = n — 1. Portanto

[z, F'(d)

—

FI%S

[z, F(d)] = d F(d),

ou seja, z F(d) = F(d) (x 4+ d): F(d) desloca o operador posigao por d.

(b) Valor esperado no estado deslocado

Seja |ag) = F(d) |a), com |a) normalizado (e portanto |ag) também, pela unitariedade de F).
Do item (a), xF = Fx + dF. Entao

(@) = (aalzlag) = (o|F'(d) z F(d)|a)
alF(d) [F(d) x + d F(d))|o)
a|FTFzla) +d (o FTF|a)
alz|a) +d (o]a)

= () +d

{
=
=
=

usando FTF =1 e (aa) = 1. Assim, o estado transladado tem seu valor esperado de posigao
deslocado exatamente por d:

<x>d = <.’E> + da

confirmando que F(d) = e é o gerador finito de translagoes espaciais, com o momento p
como gerador infinitesimal. O

—ipd/h
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Questdo 23 — Regra de soma generalizada com e**
(Desai, Problema 2.11)

2
Seja H = % + V(r), com autovetores H |n) = E, [n) e > |n) (n| = 1. Queremos mostrar,
m

a partir do comutador duplo com os operadores unitarios e, que
) 9 h2 k2
ik-r _
> (B = B nle™]s)| = T

n

a) O comutador duplo como operador

Como V(r) e e KT 530 funcdes apenas de r, comutam entre si; apenas a parte cinética contribui:

. 1 .
H zk-r} — [ 2 zk-r}.
[ € om [P 7°
Na representacao de posicdo, p = —th'V atuando sobre eik'rw(r) da

p €ik~r — eik~r(p + hk),

isto é, €T translada o momento: [pj, eik'r} = hk; e™®T . Logo

) 1 . . 1 . .

[H, ezk'r:| — % |:p2 ezk~r _ ezk-r p2i| — % |:ezk'r(p + hk)2 o ezk'rp2i|
ik-r

—[2hk-p+ R2K?].

Comutando agora com e *¥T: o termo h2k? (multiplo de T, fungdo s6 de r) comuta com e T
g P ) ¢

e nao contribui, e como e*** comutam entre si,

H, ] e—iker] = 13 [k . p, e
[[metr]semtr) = et eopen

m

Da mesma propriedade de translacao, agora com k — —k,
(k-p)e ®Ty = —ihk- V(aik'rzp) = e *T (k. p— k)Y,

ou seja, [k - p, e_ik'r] = —hk?e ®T. Como e*Te~* T = 1 resulta

) ) 21.2
HH ezk.r}e_zk.r} _ R
m

(O sinal global depende apenas da ordem escolhida no comutador duplo; abaixo ele se combina
consistentemente com os fatores de energia, produzindo uma soma positiva.)

b) Valor esperado e completeza

Tomemos o elemento diagonal no autoestado |s) e abreviemos T = €™, de modo que Tt = =T,

Expandindo,
[[H, T],TT] — HTT' — THT' — TTHT + T'TH = H — THT' — T'HT + H,
pois TT = TTT = 1. Assim,

(s] [[H, T],Tq Is) = 2B, — (s|THT'|s) — (s|TTHT|s).
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Inserindo a completeza 1 =) |n) (n| ao redor de H:

. 2
GITHTIs) = 3 Bn (s1TIn) {alT"l —ikr| )|,

L] (n|T|s) ) -3 E,

n

(nle

(sITTHT|s) = (nle®|s)|

onde usamos (s|T|n) = (n|TT|s)*. Analogamente, escrevendo Es = (s|THT'|s) com H substi-
tuido por E,1, isto é, Es = Es Y., | <n|TT\s>‘2 =FE) | (n|T|s)|* (unitariedade de T'), obtemos
ik-r|s> ‘2.

(51 11,71, 713 = = 3 (B~ B)| (e *1s)| = 3 (B~ B

n n

(nle

As duas somas sao iguais. De fato, cada uma pode ser calculada diretamente com o comutador
simples do item (a):

Z (En — E5)| (nT|s))* = (s|TT(H — E)T|s) = (s|T'[H, T]|s)
R’k h

k.
2m + <p>57

= (s |TT r (2hk p + h%k?)[s) = -

e o valor médio do momento se anula em qualquer estado estacionario normalizavel:

(B), = T (sl alls) = T (B, — B) (slels) = .

iker

Trocando k — —k, a soma com e %7 vale igualmente h?k?/2m: as duas somas coincidem.

Assim, podemos escrever

iker 2 h2k2
=2 (Bn = B)| (nle™*)s)| = (sl [[H,7], 7)) = =%
Portanto,
) 9 h2k2
. iker —
;(En E)| (nle™]s)| = T

c) Limite k£ — 0: recuperagao da regra TRK

Para k pequeno, com k = kX,
e T =1 +ike + O(K*) = (n]e™"|s) = 6,5 + ik (n|z|s) + O(K?).

O termo d, ndo contribui para a soma (tem E,, — Fs = 0), e em ordem dominante

E, — E,) k? 2—@ =1
Z( n — Es) k7| (n|z]s)|” = o =7 Z )| (nlz|s)” =1,

n

que é exatamente a regra de soma de Thomas—Reiche-Kuhn da Questdo 05 (com s = 0). A
identidade com €™ é, pois, uma generalizacio da regra TRK a momento transferido finito; ela
aparece, por exemplo, no espalhamento ineldstico de elétrons e néutrons, onde fixa o primeiro
momento em energia da fungdo de estrutura dindmica S(k,w) (regra de soma da energia, ou
f-sum rule), independentemente do potencial V (r). O
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Questao 24 — Operador x na representacao de Heisenberg

(Desai, Problema 3.3)

a) Particula livre: H = p?/2m

Na representagao de Heisenberg, um operador A (sem dependéncia explicita do tempo na re-
presentacao de Schrodinger) evolui segundo

AH(t) — eth/hAefth/FL'

Usando o lema de Baker—Campbell-Hausdorff,

. . 2 . 3
it/ —iHth _ o U 1t 1
SR g ¢ o i)+ o () el + () 1 el +

Calculemos os comutadores. Com [z, p] = ih,

[H, 2] = ﬁ 2] = ﬁ@ﬂ’v 2+ [p2lp) = ﬁ(_m ~ i) = _%p'

Como o resultado é proporcional a p, que comuta com H = p?/2m,
th

m

[Hv[Hva: [H,p]:(),

e todos os comutadores de ordem superior também se anulam. A série trunca ji no termo linear
em ¢:

Analogamente, [H,p|] = 0 implica

HIt/h ) —iHL/R

pu(t) = =p.

Ou seja, os operadores de Heisenberg reproduzem exatamente a trajetéria classica da particula
livre, z(t) = xo+pot/m, p(t) = po, com os operadores iniciais no lugar das condi¢oes iniciais. [

b) Potencial V(z) = Az"

2

Agora H = ;; + Az™. O comutador de primeira ordem para x nao muda, pois [V (x),z] =
m
ih
[H,x] = —— p.
m

Mas o de segunda ordem deixa de se anular. Usando [z, p] = ifinz" ! (que se prova por inducio
com [z, p] = ih),

[H,p] = Nz", p] = ih An 2™,
logo

L a]] = — 1 p) = — i an !
m m

R\
= Tn $TL—1 # 0.

O comutador seguinte envolve [H , x”fl], que gera termos com pz" 2 e 2" 2p; cada comutacio

com H produz novos monoémios em z e p, e a série ndo trunca (exceto nos casos especiais n = 1,
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forga constante, e n = 2, oscilador harmoénico, em que a algebra se fecha). Até segunda ordem

em t:
. . 1 . 2+9
a(t) =x+”<”‘ >+<”> PNt o)

r\m?) T\
t )\ n—1
=+ 2220,
2m

e, para 0 momento, com [H, p] = ihAnaz" ! e

ih
[H,[H,p]] = ihAn[H,2" '] = ihn - (—2Zm> (pa" 2+ 2" %p)(n - 1),
obtemos
_ An(n —1 e e
pr(t) =p—Anz" 1t — (4m)(p$ 22 2p) 2+ O(tg).

Discussdo. Esses primeiros termos sao exatamente o desenvolvimento de Taylor das solugoes
das equacoes de movimento de Heisenberg,

= e H1= 0 S = o =

que sdo o andlogo operatorial das equagoes classicas de Hamilton (teorema de Ehrenfest em
forma de operadores). Para a particula livre (A = 0) elas se integram trivialmente e recuperam
o resultado exato do item anterior; para n > 3 o sistema de equagoes operatoriais é nao linear
e a expansdo em comutadores gera uma série infinita, refletindo a impossibilidade de solucao
fechada geral. O
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Questao 25 — Ehrenfest em campo elétrico uniforme

(Desai, Problema 3.7)

Uma particula de carga e e massa m move-se num campo elétrico uniforme e constante Eg,

com Hamiltoniano )
H = r _ eEg-r.
2m

Queremos mostrar que md? (r) /dt? = eEq.

Teorema de Ehrenfest
Para um observavel O sem dependéncia explicita no tempo,

oy i

S(0) = 2 (11,0)).

(i) Equagao para (r). Como [x;,pr] = ihd;, temos [pz,mj] = pilpk, i) + [Pr.zjlpe =
—2ih i, px, e o termo potencial comuta com z;. Logo

= gy Sl = = = (-2 = 22,
k

ou seja, vetorialmente,

d . _ @
dt (r) = m
(it) Equagdo para (p). O termo cinético comuta com p;; para o potencial V(r) = —eEqg - r,
[H,pj] = |- Eorzr, pj] = —¢ ) Eok [xx, pj] = — Eoj ifi,
k k
de modo que
C )= L (ciheBy) =By = o {p)=cBy=—(VV)
— (p;) = = (—ihe Ey;) = e Ey; — (p) =eEy = — )
at il T g 0 07 at P 0
Combinacao
Derivando (i) em relagdo ao tempo e substituindo (ii):
d? d d?
m@(r):a@):eEg, isto é, m@<r>:eE0.
Integrando,
<P>0 eEg o
t) = —t+ —1".
) (6) = (eho + Py 4 X
Comentario

O valor esperado obedece exatamente a equacdo de Newton classica mr = eEg, sem corre¢oes
quénticas. Isso ocorre porque o potencial é linear em r: nesse caso (VV(r)) = VV((r)) identi-
camente, pois VV = —eEq é constante. Em geral, o teorema de Ehrenfest d4 md? (r) /dt? =
—(VV(r)), que s6 coincide com a trajetéria cldssica de (r) quando (VV(r)) ~ VV({r)) —
exato para potenciais até quadraticos (particula livre, campo uniforme, oscilador harménico), e
apenas aproximado (pacotes bem localizados) no caso geral. ]
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Questao 26 — Pacote gaussiano livre

Particula livre de massa m em uma dimensao, com estado inicial

1PoT x?
h 2a2 )’

(2,0) = do(x) = A exp(

com A, py e a constantes.

a) Evolugao de Schrodinger: ¢ (z,t) e valores esperados

Normalizagdo. Impondo [ |¢|*dz = 1:

& 1
1=AP —/9 = | AP AP = —
AR [~ e = AP aVE = AR = =

e escolhemos A = (a?r)~'/* real e positivo.

Transformada de Fourier do estado inicial. Escrevemos

Yo(r) = /OO d;%(k‘) e, Po(k) = /OO v

aadl —ikx
3 o Yo(z)e ™.

Usando a integral gaussiana
o0

/ e +Bu gy — | T B /4o Rea >0

oo a ’ ’

com a = 1/2a? e B = —i(k — ko):

Como esperado, o pacote em momento é uma gaussiana centrada em ko = po/h.

kx

Propagagdo. Para a particula livre, H = p?/2m, e cada onda plana ¢*** é autoestado com

energia Ej, = h?k?/2m; logo

>~ dk - ; k2
1) = W k ikx —ihk*t/2m
viet) = [~ Sl

A 00 2 _ 2 ;
_ A dk exp| - CF R0 ]
V2T J o 2 2m
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Mudando a variavel para u = k — kg e definindo
2 it a? ht hkot t
aza——i—z—:a— 1+Z— , B=i PO L I (P ,
2 2m 2 ma? m m

o expoente fica

u? iht hkgt
au +i(u+k0)x—z—(u+ko)2:—au2—|—ﬁu—{—ik0x—Z o
2m 2m

e a mesma integral gaussiana da

Aa |m ihk3t (2
t) = - ikenr — 0 =
viet) = g o {l 0 o 404]
B A ox ipor ipdt B (z —pot/m)2
T ixingma CPITh T 2mh 262 (1 + iht/ma)

com A = (a?m)~ Y% Em t = 0 recupera-se (), como deve ser.

Densidade de probabilidade. Racionalizando o tltimo expoente,

1 1 — iht/ma?

14 iht/ma? 1+ h2t2/m2a?’

(z — pot/m)*
2a2 (1 + h*t2 /m2a?)

T — m)? 2
ve0F = o5 expl_(;;ﬁ)/)]’ a(t)zam.

E uma gaussiana normalizada, centrada em z.(t) = pot/m (o centro se move com a velocidade
de grupo pg/m) e com largura crescente a(t): o pacote se alarga indefinidamente, com a(t) —
fit/(ma) para t > ma?/h.

a parte real do expoente gaussiano é — , de modo que

=
3

Valores esperados de posi¢do. Como [|? é gaussiana centrada em pot/m,

@O = [ alopa-2,

e
() (1) = (iﬂf) + 2(t>,

QQ a2 2,42
(@020 = (o) - o = 50 =% (14 0.
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Valores esperados de momento. No espago de momentos, a particula livre nao muda a
distribuicdo: [ (k,t)|2 = |o(k)|2, pois a evolugdo s6 acrescenta a fase e F1/2m  Com

o (k)|2 = |A]2a2 e—0*(—ho)* — 4 —a(k—ko)?

NG

que é gaussiana em k centrada em ko com varidncia 1/2a2, obtemos

(p) (t) =h / k|o(k)|? dk = hko = py  (constante, como exige a conservacio de p),

(Ap)2(1) = W [(K) — (2] = 12 % . ;; (constante).
Note que
Ax Ap = g 1+ 222224 > g,
com igualdade (pacote de incerteza minima) apenas em t = 0. O

b) Operadores na representagdo de Heisenberg

— (ilt/h @) p—iHt/h

Na representacao de Heisenberg, O (t) , com H = p?/2m.

(i) Transformacao unitaria e expansao em comutadores. Pelo lema de Baker—-Campbell-
Hausdorff,

' ' . 1 . 2
xH(t) = elHt/hxe_lHt/h =z + %[H7:C] + 5 <Zt> [H7 [H,l']] +oee

O primeiro comutador, usando [z, p] = ih:

1 2
%[p,x}

(0lp,a] + [p.alp) = 5 - (~ifp — ihp) = =2 .

[H, 2] = 2m

1
- 2m
O segundo comutador anula-se, pois [H,p] = 5 [p?, p] = 0:

1,18, 2]) =~ [H,p] =0,

e o mesmo vale para todos os comutadores de ordem superior — a série trunca:

it ih pt
t — - _— = —_—
() m—i_h( mp> x+m’

pu(t) = M peHh — - pois [H,p] = 0.
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(ii) Equacoes de Heisenberg. As equagoes de movimento sao

de 7

3 = 7 HrH] = pu(t) =pu(0) =p,
dxy /) ) ih bPH p
_— = H = — | —— = —_— = —

dt h[ ] I < mpH> m’

onde usamos que os comutadores a tempos iguais na representacao de Heisenberg tém a mesma
forma canédnica, [z (t),pg(t)] = ih. Integrando,

pt
t)=xz+ — t) =
OCH( ) z ) pH( ) b,

em pleno acordo com o item (i). Sao as equagdes classicas da particula livre promovidas a
operadores. 0

c) Valores esperados via zy, py e verificagao

Na representagdo de Heisenberg os valores esperados sdo tomados no estado fizo |1y):

(z) (1) = Wolzu (t)]tho) = (x)g +
(p) (t) = (olpu(t)|[vo) = (P)y -

Para a variancia de z:

2 2
<x%{(t)> = <<m+]:;> > = <m2>0+%<ﬂ:p+px)o+%<p2>o,
0

onde o termo cruzado é simetrizado porque z e p ndo comutam. Subtraindo (zy)% = (w>(2) +

2 (2)y () + Lz (P

2
2 T4 o+ p)y — (o (Plo] + 5 (A,

N{omegl/tc;s iniciais no estado gaussiano. Com t(z) = AePor/h=e%/20% o ()2 =
—xrT/a”.
avm® -
]_ > 2/,2
() = / ze /% dx =0 (integrando fmpar),
ayT J_o
1 & 2/,2 a2 CL2
2\ 2 _—x%/a _ 2 _
<x>0—a7r/_ooxe dx—E = (AZE)O—?.
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Para o momento, p g = —ih d;9g = (po + %x) 1o, logo

o—/¢o<p0+ >¢0dw—po+ h@:po,

ihx | h2 72

<p2>o=/!pwol2dx—/ pot o | wof* do =g + 5 (2®) = p + 5 5
77,2
Ap)2 = —
(Ap)g 202

O termo de correlagao (zp + px),. Como xp+ px é hermitiano,

(zp +px)y = (xp)o + (2p)g = 2 Re (zp); -

Calculamos (zp), explicitamente:

o= [ vita)e (<ing, ) wnrde = [~ a (o 57 ) lin(o) o

ih a®  ih
=P0($>o+g<x >o:g'§:§-
=0

O resultado é puramente imagindrio (alids, consistente com (zp) — (px) = ([x, p]) = ih), de modo
que

h
(xp + px), =2 Re(z2 > =0.

Fisicamente: o estado inicial é uma gaussiana sem chirp (a fase pox/h é linear em x, sem termo
quadratico), logo posi¢do e momento nao estao correlacionados em t = 0.

Verificagdo. Inserindo os momentos iniciais nas férmulas de Heisenberg:

_ 4 Dot _ pot
@O=0+T0=00 B0 =m
a2 2t 2 n: a? R
Qa0 =5+ 23 0-0m] + L 050 (14 B0,
h2
2 _
(Ap) (t) 2(12’

reproduzindo ezatamente os resultados do item (a), sem precisar propagar a fungdo de onda:
toda a dindmica estd nos operadores x(t) e pg(t), e o alargamento do pacote vem do termo
%(Ap)% — a dispersao inicial de velocidades Ap/m espalha o pacote linearmente em ¢. O

o8



