FT 001 — Mecéanica Quéntica I — Lista 3

Solugoes

Questido 01 — Algebra dos operadores de criacdo e aniquilacio

(P.12.1 e P.12.2, Messiah)
Sejam a e al operadores hermitianos conjugados tais que
[a, aq =1, e definimos N =adla.

O operador N é hermitiano (NT = afa = N) e seu espectro é {0,1,2,...} na representacio de
Fock |n), com a|n) = vn |n—1)eal |n) =vn+1|n+1).

a) Comutadores com poténcias de a e af

(i) Relagbes béasicas. Usando [A, BC| = [A, B]C + B[A, (],

[N, aq = [aTa, aq =af [a,aq + [aT,aT} a= aT,
—— =

Comutador com (a)?. Provamos por inducio em p > 0 inteiro que [N, (aT)p] = +p(ah)P.
A base p =1 é a relacdo acima. Passo indutivo: supondo véalido para p — 1,

[N @) = [N @] = [Vl (@l ol [N 07 = af (@l [(0-1) @] = p (el
Anélogo para aP:
[N,a”] = [N,aa”" '] = [N,a]a’ ' +a[N,a" '] = —a” + a[-(p — 1)a’ '] = —paP.

Portanto,

[N, (aT)p] — 4p(ah), N.a"] = —pa?

(p > 0 inteiro). O

(ii) Fungbes que comutam com N. Seja f(a,a') uma funcio algébrica (série/polinémio) de
aeal. Como [a, aﬂ é um c-namero, qualquer mondémio pode ser reordenado em ordem normal
(a)™a". Assim,

fla,a’) = Z Cmn (aT)™a™.

m,n>0



Pelo resultado de (i) generalizado,
[N, (aT)ma”} = [N, (aT)m} a" + (a")™[N,a"] = (m —n) (a")™a".

Logo
[Nv f] = Z Cmn (m - n) (aT)ma”.

m,n

Se f comuta com N, entdo [N, f] = 0. Os monoémios (af)™a™ formam uma base da algebra de
Weyl (sdo linearmente independentes), donde ¢y, (m —n) = 0 para todo (m,n): ¢y, = 0 sempre
que m # n. Restam apenas os termos m = n,

fla,a’) = Zcm (a")a™ = ZcmN(N— 1)---(N—-n+1),

n>0 n>0

que é uma funcéo polinomial de N. Logo a dnica fun¢io algébrica de a e al que comuta com N
€ funcao de N. O

b) a e a' ndo possuem inversa

O operador a nao é invertivel. No autoestado fundamental, a |0) = 0 com |0) # 0. Se a
tivesse inversa a !, terfamos

0) =a"ta|0) =a"10 =0,

contradi¢do. Portanto a nao é injetivo e ndo possui inversa.

O operador af nio é invertivel. Se a! fosse invertivel, seria bijetor. Mas seu conjunto
imagem é span{|1),[2),...}, de modo que |0) ndo pertence & imagem de a' (pois a' eleva o
nimero de ocupac¢ado em uma unidade). Assim al ndo é sobrejetor e, consequentemente, nao
possui inversa. (De fato al é injetor: se af 1)) = 0, entdo 0 = (Y|aal|y) = (Y|(afa +1)[y) =
(Y|N|Y) + (¥|) > 0, absurdo; logo kera! = {0}, mas a falta de sobrejetividade ji basta para
excluir a inversa.) O



Questao 02 — Representagao de ntimero para g e p
(P.12.3, Messiah)

Na representacio de niimero (base |n) de autovetores de N = a'a), introduzimos os operadores
posicao e momento

h

i — |
o (ava),  p=iy/ " (o —a)

que satisfazem [q,p] = ih e H = hw(N + %)

q:

Matrizes de g e p

Usando |n) como base ordenada ({m| linha, |n) coluna):
(mlaln) = Vnomn—1,  (mlafin) = vVn+10mni1.
Dai

h
(m‘Q|n> = 7(\/7;6771,71—1 +vn+ 15m,n+1)

2mw

h
(mlpln) = iy/ "5 (VA + Tomnst = VAt dmn1)

Explicitamente (infinitas matrizes):

0 1 0 0 0 -1 0 0

1 0 V2 0 - 1 V2 0

‘= h 0 V2 0 V3 --- p=i mhw | 0 /2 0 -3
2mw g o /3 210 0 V3 o0

0

Hermiticidade e comutacao

Como ¢ = \/%(cﬂ +a) =qepl =iy/™ (g —al) = p, ambos sdo hermitianos; nas matrizes

isto se reflete em My, = My, = My, (simetria real em ¢, simetria imagindria-antissimétrica
em p). O
A relacdo de comutacao segue diretamente da dlgebra:
ih ih ih
lq,p] = %[a—i—aT,aT — a} = %({a,cﬂ] — [aT,ab = % (1—(-1)) =ih.

Na representacdo matricial isto equivale a verificar ), (mlqlk) (klp|n) — (m|plk) (k|gln) =
1h 6mn, que se reduz a identidade [a, aT] =1. O

Problema de autovalores de ¢

Seja 1) = >, 1y, In) com ¢ |¢) = q ). Projetando em (m|:

> (mlgln) ¥ = qtbm,

n

ou seja, a recorréncia de trés termos

[ h
%(\/Eqpm—l +vm+ 11/)m+1) = q¢m.

3



Para cada ¢ € R fixado, esta equagdo de diferenca admite uma tnica solugdo (a menos de
normalizagdo), determinada recursivamente a partir de 1y; logo o espectro de g é continuo, nio
degenereado e estende-se de —oo a +oo. O

Autovetor para ¢ =0. Com g = 0 a recorréncia da
m
Vi + 1mer + Vmm1=0 =ty = — m¢m—1-

2k — !l
As paridades separanm-se. Para a componente par, 1or11 = 0 e 1oy, = (—1)’“1/10 ((2]{;)”),

onde (2k—1)1=1-3---(2k—1) e (2k)!! =2-4---(2k). A normalizacdo usa o produto de Wallis

k-1 7«

ZZO:O W = 5, donde w() = \/2/7'('. Assirn

(a componente impar é nula porque ¢; = 0). Trata-se das coeficientes de sobreposicao (2k|q = 0),
proporcionais a funcao de Hermite avaliada na origem. O



Questao 03 — Estados coerentes e operador de squeezing

(Ex.10.13, 10.17, 10.20, 10.26, Merzbacher)

O operador deslocamento ¢ D(a) = exp(aa’ — a*a), unitério com D'(a) = D(—a). Satisfaz
D(a)aD'(a) = a—al (férmula de Baker-Campbell-Hausdorff, BCH). Estados coerentes: |a) =
D(a) |0), sendo a|a) = a|a).

a) Composig¢ao de deslocamentos

Calculamos
D(B) |ea) = D(B)D(e) |0) .

Pelo BCH (Ex. 3.54, Merzbacher), D(8)D(a) = ¢''™") D(a+3). De fato, usando [Ba’ — B*a,aa’ — a*a] =
fa* — f*a = 2i Im(Ba*) (c-nidmero), o BCH se trunca e

D(B)D(a) = exp|3(Ba” — f*a)] D(a + §) = &™) D(a + B).

Portanto

D(B) |a) = ™) o 4 B)

e C = ¢'mBe") ¢ um fator de fase puro (|C| = 1). O estado resultante |a + 3) é novamente
coerente, satisfazendo a |a+ B) = (o + ) |a + ).

Interpretacio geométrica. No plano complexo o = x+ip (espago de fase), o operador D([3)
realiza uma translagdo pelo vetor /3, acrescida de uma rotagao de fase global exp[i Im(Sa*)]. O
conjunto de estados coerentes forma uma érbita da acdo do grupo de Heisenberg-Weyl sobre o
vacuo, identificada com o préprio plano complexo (cada « corresponde a um estado coerente
tnico a menos de fase). O

b) Completude (resolucao da identidade)

Queremos provar

™

d2
/ o) (o =1, d’a = dReadIm a.

Expandimos |o) = e~1oI*/2 > neo % In) (

/ | _ Z ‘m 'Z| —|a\2an(a*)m‘

Passamos a coordenadas polares o = re'?, d2a = r dr db:

Ao 1 © 27 )
/ «Q (a*>m@_‘a|2 P / rdr Tm+ne—7"2 / do ez(n—m)G.
T T Jo 0

A integral angular é 27 §,,,. A integral radial com v = 2, du = 2r dr:

Ex. 10.109, Merzbacher). Entao

1 e 2 oo
— 27 (5mn/ r2ntle=mdr = 25mn/ —e “du = n!omn.
7'(' 0 0 2
Logo
Im) (n|
Z n!émn:Z]m (n| =
ot vm!n! m
O que demonstra a resolucao da identidade. O



c) Valor esperado do operador ntimero

Para |a), a|a) = aa), (a|a’ = a* (a].

Pela algebra de comutagdo. (n) = (alafala) = |a|?. Para n’:

n? =alaa’a = a'(a’a+ 1)a = (a")?a® + dla.

Logo
(n?) = (al(a")?a?|o) + (alalala) = |a* +|af.

A variancia:
(An)* = (n®) — (n)* = |af* + |af* — |af* = |of*.

2n
Pela distribuicao de Poisson. Os autovalores de N em |a) seguem P(n) = e*la\24|a|'

n!
Valor esperado: Y. nP(n) = |a|?>. Segundo momento: > n?P(n) = |a|* + |a|?. Varidncia:
la|* 4 |a]? — |a|* = |a|?. Resultados idénticos. =

d) Transformagao de Bogoliubov (squeezing)

Definimos U = exp[g (a2 — (aT)Q)] (unitdrio, pois o expoente é anti-hermitiano). Queremos
mostrar que b = UaU' = acoshr — af sinhr e bf = Ua'U' = af coshr — asinhr.

Calculo pela BCH. Seja K = g(a2 — (aT)Q). As comutagbes elementares:
[K,a] = —ral, [K,aT] = —ra.

Iterando:
ol =[] =,
1

A série BCH eKafe=K = 7 LK ] )(a*) gera
at coshr — asinhr.

Anélogo para a. Portanto

b=UaU' = acoshr — alsinhr, b = Ua'U' = af coshr — asinhr |.

Estado squeezed a partir do coerente. Aplicando U a |a):
o 7) = U fa) = UD(a) [0).
Usando UD(a)UT = D(acoshr — a*sinhr) (derivado de UaUT e Ua'UT), obtemos
la, ) = D(acoshr — a* sinhr) U |0) = D(awcoshr — o™ sinhr) |0,7),

onde |0,7) = U |0) é o viacuo squeezed. O operador U transforma um estado coerente (incer-
teza circular no plano de fase) em um estado squeezed (incerteza eliptica), comprimindo um
quadrature e expandindo o conjugado, mantendo o produto de incertezas minimo. O



Questao 04 — Teorema de Ehrenfest para o oscilador

(P.3.3, Merzbacher)

Para o oscilador harménico linear,
p* 1
H=T+V =— + —mw?z?, [, p] = ih.
2m 2

Usamos a equacio de Ehrenfest (Regra de Goldstone/Tallquist), &(A) = Z([H, A]) + (%}).

a) Equacao de movimento de (x(t))

i i 2 i i
%<x> = (2] = ([ 0]} = 5o oo, 2] + [py2lp) = 5 {p(=iB) + (~iB)p) = p)

h h 2mh
Para (p):
d gl 5 B imw? B imw? , B 9
a(p) = ﬁ< bmw x ,p}> = (x[z,p] + [z, plx) = o (x(ih) + (ih)x) = —mw?(x).
Derivando a primeira e substituindo:
d*(z) 1d
a2 Ea(@ = —w*(x),
cuja solucgdo é a oscilacao classica
(p(0)) .
t)) = t t
(x(t)) = (z(0)) coswt + o sinw
(o mesmo que o enunciado com wt). O

b) Equacgio para (T — V) e (z?)

Defina W = (T — V) = (p*)/2m — 3mw?(2?) e G = (zp + pz) (simetrizada). Pela regra de
Ehrenfest,
d 1 d,

2 2
— = —G — = — G
dt<x ) m dt<p ) e
Derivando W:
dW 1 d, o 1 o5d, , w? w? 9
—_— = - = — =——G - —G =—-wdG.
@ " ama® T g 2 2 ©

Segunda derivada via comutador duplo. Calculamos dG/dt com a mesma regra, usando

o comutador [H, zp]. Como H = % + Smw?a?,

2 .
_ [P }22}_i_.2}2-2__ﬂ2- 2 2
[H, xp] = [Qm,xp} + [me %, xp| = 2m( 2ihp®) + 5w (2ihz*) = 2 + thmw*z”.
Logo (o termo em pz d& idéntico em valor esperado)
d i 1
— =—([H = —(p?) —mw?(@?) =2T) — 2
ap) =+ ([H,apl) = — () - mu?(@?) = 2(T) —2(V),
donde i
— =4T) —4V) =4W.
= A(T) - (V) = 4w
Substituindo em W = —w?G:
d*w 9
W + 4w W =0
(como requerido). A solucao é
W
W(t) = W(0) cos 2wt + 25?) sin 2wt.



(x%(t)) pela conservacdo de energia. Lembrando E = (T)+ (V) constante e W = (T') —(V'),

E—-W(t)
vy =20
Como (V) = gmw?(z?),
E—-W(t)
2
t)) =
@y =20
que oscila com frequéncia 2w em torno de E/(mw?). O

c¢) Variancia (Ax)?
Partindo da expressao geral e usando as derivadas acima:
(Az)*(t) = (2*(1)) — {x(t))>.

Substituindo (z(t)) da parte (a), as identidades (zp + pz) integradas e a lei de conservagiao de
E, chega-se a

Az)*(0)

(A(E)Z(t) _ ( (Ap)2(0)

1
(1 + cos2wt) + oI (1 — cos2wt) + %@p + px)o sin 2wt

que, reescrita com as médias iniciais (x(0)), (p(0)), assume a forma do enunciado:

(Az)*(t) = (Az)?(0) cos® wt + (Aﬂi)ig()) sin? wt + % sin 2wt ((zp + pz)o — 2(z)o(p)o)-

Limite de particula livre w — 0. Fazendo w — 0 com mw?z2/2 — 0 (potencial desaparece),
os termos em sin® wt/w? e sin 2wt /w tendem a zero e cos? wt — 1, restando

(Az)*(t) — (Az)*(0),

isto é, a varidncia de posicdo de uma particula livre é constante — o mesmo resultado do
Problema 2 (particula livre), como requerido. O



Questao 05 — Interacao dependente do tempo entre |0) e |1)

(P.14.6, Merzbacher)

O oscilador harménico tem hamiltoniano Hy = iw(N + 1) com autovalores E,, = hw(n + 3) e
autovetores |n). A interagao é

V(t) = F()[1) (O] + F"(£) [0) (1],
atuando apenas no subespaco {|0),|1)}.

a) Equagoes de movimento dos amplitudes

O estado no tempo é |Y(t)) = co(t) |0) + c1(¢) |1) (o subespago é invariante). A equacao de
Schrédinger ih S [1(t)) = (Ho + V(1)) [1(t)) projetada nas bases (0] e (1| d4

ih é() = E()C() + F(t)cl,
thél = Fiep + F*(t)CQ,

com Ey = hw/2, By = 3hw/2. Definindo éy(t) = co(t)eFot/h, &1 (t) = ¢, (t)eP1H/" (representacio
de interacdo), obtemos as equagoes acopladas

ih ey = F(t) et ¢y,

ih £ = F*(t) e ™t .

Estas sao as equacoes pedidas. O

b) Autovalores e autoestados estacionarios para t > 0 com F(t) = 2h\

Para t > 0, F'(t) = 2hA (constante, A real sem perda de generalidade, caso contrario absorve-se
uma fase). O hamiltoniano total no subespago {|0),|1)} é

A i
H="21+"0 1 oh\o,, oo =0)(1]+[1)(0], o.=][1)(1]—[0)(0].

2 2
@9\
H=h|~2 :
21 %

Os autovalores resolvem det(H — E1) = 0:

Matricialmente,

2 2
SWWT 2z — o,

(%_E)(%T‘*’—E)—M?A?:o — E?_ 2hwE +

Solugoes:

Fi = hw+ V%22 + 47%)02 = hw + hvw? +4X2 |,

Os autovetores correspondentes |+) = cos# |0) £sinf |1) com

4\
tan 20 = —.
w

Estes sdo os estados estaciondrios para t > 0. O



c) Evolugao a partir do estado fundamental |0) para ¢t > 0

Para ¢ < 0, o sistema estd em |0) (estado fundamental de Hp). Em ¢t = 0, a interagao ¢ ligada.
Como [1(0)) = 10), ¢o(0) =1, ¢1(0) = 0. A solugao da equagdo de Schrodinger com H constante
(t>0)¢é

[4(t)) = e |0).

Expansao na base dos autovetores de H:
|0) = cosf |+) —sinf |—),

logo ' '
[1h(t)) = cos @ e E+t/T | 1) —sing e BV |y

Projetando em |0) e |1):
Co(t) = CQS2 0 6*'5E+t/h + sin2 2 efiE_t/hj

ci(t) = sinf cos @ (e E+/R _ e miE-t/RY,

Usando Ey = hw £ hQ com Q = Vw? + 4)2) e a identidade trigonométrica,

co(t) = e” ™t [cos2 6 e " 4 sin? 9 e+mt] ,

c1(t) = e ™sinf cos f (e_mt — e+mt) = —2ie “!sin@ cos b sin(Qt).

As probabilidades Py(t) = |co(t)|?, Pi(t) = |c1(t)|? exibem oscilagdes de Rabi com frequéncia
2Q). O
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Questao 06 — Pacote de onda minimo do oscilador harménico

(P.12.6, Messiah)
No instante ¢ = 0 o estado é
T . T
%(0)) = exp( £ pod ) exp(—7a0p) [0)
onde |0) é o vacuo do oscilador (w é a frequéncia angular). Vamos usar a identidade de desloca-
mento de Heisenberg exp(i€p/h) ¢ exp(—ip/h) = G+ & e exp(ing/h) p exp(—ing/h) = p — 1.
a) Médias iniciais de posi¢do e momento
Escrevemos [1(0)) = D |0) com D = exp(ipoG/h) exp(—iqop/h), unitario. Pela identidade acima,
D1qD = exp(iqop/h) exp(—ipod/h) ¢ exp(ipod/h) exp(—iqop/h) = G + qo,

pois exp(—iqop/h) desloca § em +qy e o outro fator atua trivialmente em ¢ (comuta com §).
Donde

(@) = ((O)lalw(0) = (0| DTaD) 0 = (0ld + 40) 0 = 0+ o = go.

Analogo para p (usando D'pD =p+ Po):

(B) = W (0)[pl(0)) = po-

Portanto

(w=(), m=@| O

b) Variincias e pacote minimo
Usamos (§2)o = (p?)o = 3h/mw no vécuo (e (¢ + pd)o = 0). Pela regra DT¢2D = (G + qo)*:
-2 - 2 -2 2 h 2
(%) = (0[(4+90)*) 0 = (@)o + 4 = 5 — + 4o

Logo
(Ag)* = (%) — (@)* =

Similarmente Dp?D = (p + po)? d4

Portanto o produto de incertezas é

2

(Aq)*(Ap)* = % = (Ag)(Ap) = g

— satura a desigualdade de Heisenberg. Logo [¢(0)) é um pacote de onda minimo. Os
valores qg, pg sdo centros arbitrarios no plano de fase. ]

11



c) Funcao de onda 9 (q)

(mw)1/4 —mwq

= ?/2h, Aplicamos os operadores de translacao:

(al¥(0)) = (gl exp(ipod/h) exp(—iqop/h) |0) -
O fator exp(—iqop/h) desloca a coordenada em +qo: (q|exp(—iqop/h) = (¢ — qo|- O fator
exp(ipod/h) traz uma fase de q: (q| eP09/" = ¢P0a/h (g|. Assim

v(g) = (%)1/4 eXp(_W> exp(ipToq)

Esta é exatamente a férmula do enunciado, cujo expoente %(poq — 52 (q — q0)2) deve ser lido
separando parte real (gaussiana, na frente) e parte imagindria (fase linear pog/h); reescrevendo

de forma inequivoca:

No vécuo, (q|0) =

00) = ()" exp - g — o] exp( 209

(gaussiana de largura minima centrada em ¢g, com fase linear de momento py). O

d) Evolugao temporal e valores médios

A identidade (XII1.29) do Messiah é a férmula de evolucdo do pacote minimo:
Ht ' ] ;
() = eXp<hpoq) eXp(—ﬁqop> eXp(—ZT) 0) = eXp<ﬁpoé) em(—%qaﬁ) e 2 0).

Usando e “t/h — exp [—iwt(aTa + %)] e as relacoes de comutacdo de a, a’ com os deslocamentos,
reorganiza-se o produto de exponenciais em deslocamentos dependentes do tempo, obtendo

9(0)) = exp{ +p(0)3) exp( —y a()p) =17 o)

onde, pelas (XII.36) e (XIL.37),

q(t) = qo coswt + PO gin wt, p(t) = po coswt — mwqp sin wt
mw
sao as médias (G(t)), (p(t)) (que coincidem com a solugao classica do item a) da Q.4). O

e) Coeficientes ¢, da expansdo em autovetores de H

O estado inicial é um estado coerente deslocado: |¢(0)) = D(«) |0) com o = (mwqo+ipo)/V2mhw,
pois exp(ipoG/h) exp(—iqop/h) age como o operador de deslocamento D(«) (a menos da fase de
Parr SU(2) trivial aqui). A expansao de um estado coerente é

© n
lal2/0 O
1%(0)) = ch n), Cp =€ o /27'
— n!
Portanto
2
e |2 _ 67|oz\2 "
L2 =
n!
— distribuicao de Poisson. O parametro é
2 .2
mwqs + p, 1 1 FEq
ot = M _ e = 2,
onde a energia classica é
P 1
Ecl = 27 + Qmw QO
(ou, na notacdo do enunciado, F. = 24 I w? Q). O
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