FT 001 — Mecéanica Quéntica I — Lista 4

Solugoes

Questao 01 — Simetrias de matriz do momento angular e pari-
dade

(P.13.2, P.13.3 e P.13.4, Messiah)

Sejam J = (J, Jy, J-) as componentes de um operador de momento angular (orbital 1 ou de spin
s), satisfazendo

[Ji, Jj] =1h €ijk Jk.
Lembramos que, numa base de autovetores simultaneos de J? e J, (autoestados |jm) com fases
na convengao de Condon—Shortley), a matriz J, é real e diagonal, e as fases podem ser escolhidas
de modo que J, também seja real e simétrica. O item (a) parte dessa escolha de representagao.

a) J, é puramente imaginaria (e anti-simétrica)
Utilizamos a relacdo de comutacao entre as duas componentes dadas como reais:
[Jz, 2] = thegay Jp = —ih Jy,

pois €42y = —1. No membro esquerdo, J, e J. sao matrizes reais; o comutador de duas matrizes
reais ¢ uma matriz real. Logo —ihJ, é real, donde J, é puramente imagindria:

Jy=iM, M eR™"
Como J, é hermitiano (JJ =Jy),
Ji=GM)t=—iMT 2 iM = MT=-M.

Portanto M ¢é anti-simétrica, e J, = iM é anti-simétrica. (Anti-simetria segue também do fato
de J, ser puramente imaginaria e hermitiana: sua diagonal deve ser nula, e (Jy)wp = —(Jy)ba

implica (Jy)ap = —(Jy)oa-) O
b) Comutar com duas componentes implica comutar com a terceira
Seja O um operador qualquer tal que

[0, J,] =0, [0, J,] = 0.

Escrevendo J, em func¢do do comutador das duas primeiras componentes,

1
Jz - 5 Jmaj )
ZTL[ y]

temos, pela identidade de Jacobi para o comutador duplo,

0, 7] = 10,10 yl) = - (110, 1) ) + 172,10, 7)) =0,

:E[

Logo O comuta também com a terceira componente. O



c) Paridade e as harmonicas esféricas

Seja Po operador de paridade (reflexdo na origem). Na representacao de coordenadas,
(PY)(x) =¢(-1),  PF(0,¢)=F(r—0,0+m).
(i) [75, l} = 0. O momento angular orbital €1 = r X p. Sob paridade,r - —rep = —ihV — —p
(pois 9/0x; — —0/0x;). Assim,

PIP ' =Prxp)P = (-1r)x(-p)=rxp=1,

donde [75, li} = 0 para ¢ = x, ¥y, z. Em particular, [75,12} =0e [75, lz] = 0.

(ii) A paridade de Yj,, é bem definida e depende s6 de I. As harmoénicas esféricas
Yim (0, ¢) sdo autofungoes simultaneas de 12 ¢ I,. Como P comuta com ambas, PYj, é ainda
autofuncio de 12 com o mesmo [ e de [, com o mesmo m:

1:(PYim) = P(l.Yim) = mh PYiy.

Dentro do autoespago unidimensional de (I, m), o operador P age como uma constante; como
ele comuta também com [, [,, sua agao ¢ proporcional a identidade no subespaco irredutivel de
indice [. Portanto existe um escalar ¢; (dependente apenas de [) tal que

75Ylm = ¢; Yim, ¢ = *£1.
(iii) Determinacgao de ¢;. Basta calcular num estado de peso méaximo, m = I:
Y16, ) o (sin 6) eil¥
(a menos de normalizagdo). Pela defini¢do de paridade,
75Yll = Yll(ﬂ —0,p+7) x [sin(ﬂ — 9)]l eilletm) — (sin 9)l eile eilm — (—1)l Yll(Q, ©).

Assim ¢; = (—1)!. Concluimos que

P Y = (—1)' Vi,

para todo m: as harmonicas esféricas tém paridade bem definida, (—l)l, dependendo somente
do ntimero quantico [ (par para [ par, impar para [ impar).

Observagdo (sugestio do enunciado). Definindo as componentes do vetor unitério i = (sin @ cos ¢, sin @ sin @, cos
por Iy = sinfcosy, Fy = sinflsingp, F3 = cost, vale ;F; = ihe;jFy e, sob paridade,

Fi(m — 0,0+ m) = —F;(6,¢), isto é, PF; = —F; (paridade fmpar, coerente com | = 1 e
c1 = —1). A paridade geral (—1)! segue de Yj,, ser combinacio homogénea de grau | nessas
componentes cartesianas. O



Questao 02 — Matrizes de momento angular para j =1/2 1, 3/2
(P.11.3, Merzbacher)

Para um operador de momento angular J com autovalor total j, a representacdo na base |jm)
(m=—j,—j+1,...,7) é dada pelos elementos de matriz padrao

<]m/|<]z’]m> = mh pmim,
(m/|Jx|jm) = A3 (G + 1) — m(m £ 1) Spy, a1, Jr=J, +iJ,
Jo=1(Jy + J0), Jy=a(Jp — J-).

O indice de linha é m’ e o de coluna é m. Calculamos abaixo as trés matrizes pedidas (em
unidades de h; para recuperar as dimensoes, multiplique cada entrada por h).

j=1/2 (base |53).[5,-3))

Os fatores de escalonamento: para ji [jm), a raiz é \/j(j+1) —m(m+1). Com j = 3,
Telh =8 =h11) e 1[4 =l b). Assim
01 0 0
J+_h<0 o>’ J‘_h<1 0)’
e portanto
h (0 1 h (0 —i h(l1 0
J””_2<1 0)’ Jy_2<7, 0>’ Jz_z(o —1>

Estas sdo as matrizes de Pauli %ai. ]

j =1 (base |1,1),1,0),|1,—1))
Raizes: (1,0|J4 |1, —1) = hy/1(2) — (—=1)(0) = V2 h; (1,1|J4|1,0) = hy/2 — 0 = v/2 h; andlogas

para J_.

0 v2 0 0 0 0
Ji=h{0 0 V21, J_=h[v2 0 0
0 0 0 0 V2 0
Logo
5 010 5 0 —i 0 1 0 O
Jo=—011 0 1], Jy=—7=11 0 —il, J.=h|[{0 0O O
V2 010 V2 0 ¢+ O 0 0 -1
Verificacao: [Jy, Jy] = ihJ, etc. satisfeitas. O

5= /2 (base [3.2),13.4). 13,4, [3.-3)

Coeficientes de escalonamento (j,m & 1|Jx|jm) = hi\/5(j +1) —m(m £ 1) com j =

1) =1y
m:%:\/%i_:\/g:? (néio hé m +1);
m:%\/i:\/%:\/g paraJ+, \/ﬂ:\/gpa’rat]—;

(et

GG+

=]

-]
=

m=—4y/F -1 =Vipama s B 1= /Fpara
m:_%\/ﬁ:\/g:\/g paraJ_.
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(As raizes acima usam m(m+ 1) para Jy e m(m—1) para J_; reorganizando na ordem canonica
das linhas/colunas obtém-se:)

0 V3 0 0 0 0 0 O
0 0 2 0 30 0 0
J+ — h 5 J, — FL \/>
0 0 0 V3 0 2 0 0
0 0 0 0 0 0 V30
Portanto
0 V3 0 0 0 —iv3 0 0 30 0
g_hfv3 0 2 0 g B3 0 =2 0 g_hjo 10
7210 2 0 V3| Y721 0 2i 0 —iV3|’ #7210 0 -1
0 0 V3 0 0 0 V3 0 00 0
Estas matrizes comutam segundo [J;, J;] = ihe;jJi e satisfazem J? = J2 + Jg +J2 = %BQ 1,
confirmando que representam j = 3/2. O



Questao 03 — Operadores vetoriais
(Ex. 16.5, Merzbacher; P.7.3, Ballentine; P.4.3, Weinberg)

Um operador vetorial V = (Vi, V3, V3) (com V; = V) é definido pela relagdo de comutagdo com
as componentes do momento angular

[Ji, Vj] = ih ek Vi, (1)
onde repeticdo de indice implica soma. Esta é a condi¢ao de transformacao sob rotagoes infini-
tesimais: V “gira como um vetor”.

a) V, diagonal = J, diagonal

Da relagéo (1) com i = j = z,

[Jz7 Vz] = ihazzkvk = 07

pois €., = 0. Logo J, e V, comutam e, portanto, sdo simultaneamente diagonalizaveis.
Considere a base em que V, é diagonal, V, |a) = v, |a). Pela comutacao acima,

(al[J2, VEI[b) = (va — wp) (@] J2[b) = 0,

donde (a|J,|b) = 0 para v, # vp: J. é diagonal por blocos nos autoespagos de V,. Como J, e
V., comutam, podemos, dentro de cada autoespaco degenerado de V,, escolher a base de modo
a diagonalizar também .J,, sem estragar a forma diagonal de V,. Conclui-se que a base pode
ser escolhida de modo que ambas V. e J, sejam diagonais; em particular, na base em que um
componente z de operador vetorial é diagonal, J, também o é.

Reciproca. O mesmo argumento mostra o enunciado parcial: se J, é diagonal, entdo a compo-
nente z de qualquer operador vetorial é diagonal, pois [J,, V.| = 0 forca (jm|V.|jm') o< dppr. O
b) A-B comuta com J,, J,, J,

Sejam A e B operadores vetoriais, A-B = ApBy. Usando (1) para ambos,

[Ji, Ak By] = [Ji, Ak] Br, + Ag[Ji, By
= thejp ApBy + ih Ay €10 By.

No primeiro termo, reescrevemos €;x¢ = —&;¢x, € renomeamos £ < j: ihe;ppA¢By, = —ih ;1A By.
No segundo, renomeamos k — j, £ — k: ih Ape;peBe = +ihe;jiAjBy. Os dois termos se cance-
lam exatamente:

[Ji,A-B] =0, i=x,9, 2.
Portanto o produto escalar de dois operadores vetoriais é um escalar (operador escalar), invari-
ante sob rotacoes. ]
c) A X B é um operador vetorial
Definimos a componente m do produto vetorial de operadores por
(A X B)m = emjr AjBy.
Calculamos seu comutador com J;:
[Jis (A X B)] = il Jis Aj Byl
= e (1Jis 451 Bic+ A;[7;, By )

= 1h EmjkEijre nao *
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Mais explicitamente, usando (1),
[Jis (A X B)p] = themjrcijpApBi + ih emjkcingAj By. (2)
Contraindo as tensoes de Levi—-Civita com a identidade €gpc€ade = OpdOce — Obeded:
EmjkEijp = OmpOki — OmiOkp, EmjkEikg = Omg0ji — Omiljq-
Substituindo em (2),

[Ji, (A X B)m] = zh(dmpékl — 5mz(5kp) Aka + zh(émqéﬂ — 5mi5jq)Aqu
= ih(AiBy — AmB;).

Por fim, expandindo o membro direito na definicdo de produto vetorial,
5zmn(A X B)n - 5imn5nstAth - (5i56mt - 5it5ms)Ath - AzBm - AmBz

Portanto

| [Ji, (A X B)u] = ihcimn(A X B),

Y

isto é, A X B satisfaz exatamente a relagao (1) e, assim, é um operador vetorial. ]



Questao 04 — Rotacoes finitas, operadores vetoriais e matrizes
de rotacao

(Ex. 11.1 e Ex. 16.4, Merzbacher; P.26.3, Desai)

Seja . um vetor unitario. A rotacdo finita de dngulo # em torno de n é representada pelo
operador unitario

Ua(0) = exp(—% 01-J),

que atua em operadores por conjugacio (transformacio ativa): B = UAUT,

a) Férmula de Rodrigues para rotagoes

Rotagdo em torno do eixo z. A matriz de rotacdo R.(y) é
cosp —sing 0

R.(p) = |sing cosp O
0 0 1

Para um vetor r = (z,y, z), a transformagao r’' = R,(¢)r dé
2 =xcosp—ysing, y =xsing+ycosyp, 2=z

A diferenca r’ — r tem componentes

¥ —x=mx(cosp — 1) — ysinyp,
Yy —y=mxsinp+y(cosp — 1),
2 —2=0.

Agora calculamos o lado direito da identidade pedida. Como z X r = (—y, z, 0),
z X (i X I‘) =1z X (_ya z, O) = (-.f, —-Y, O)
Portanto

z2X (zZXr)(l—cosp)+zXrsing = (—z,—y,0)(1 —cosp) + (—y,z,0)sinp,

cujas componentes sdo exatamente (2’ — z, y' —y, 0), provando

' —r=2X(zXr)(l—cosp)+2zXrsinp |

Rotacdo em torno de um eixo arbitrario n. A matriz de rotacdo em torno de n por angulo
0 é a formula de Rodrigues:

Ry(0) =T cos® + (1 — cos @) dn' — sin @ [ax],
onde [nX] é o tensor anti-simétrico com ([AX]r); = €;;n;ry = (A X r);. Aplicando a um vetor r,
v’ =rcosf +n(n-r)(1 —cosd) + (d X r)sinb.
Subtraindo r e notando que i X (i X r) = n(n-r) —r, obtemos
v —r=[0(r) —r|(1—cosf)+ (A Xr)sinfd =0 x (& Xr)(l—cosb)+n X rsinb,

como se queria demonstrar. O



b) Comutadores [n-J,n-A] e [n-J,n X A]

A Eq. (16.42) de Merzbacher fornece o comutador de uma componente do momento angular
com uma componente de operador vetorial:

[JZ', Aj] =1h EijkAk- (16.42)
Primeiro comutador:
[fl'J, flA} = Nn;n; [Ji, AJ] =1h ning EijkAk'

Como ¢;; € anti-simétrico em 4, j e n;n; € simétrico, a contracao se anula:

| [3-3,8-A] =0 |

(Intuitivamente: a componente de A paralela a i ndo muda sob rotagdes em torno de n.)

Segundo comutador: A componente m de n X A é (n X A),, = eppneAi. Logo

m-J, (0 X A)y] = nigmerJi, Ar)ne
= thniemmeijrned;.
Usando €pmek€ijk = 0mide; — Omjde,
[fl-.], (fl X A)m] = ihn; (5mi(s£j — 5mj5gi)ngz4j
= ih(nmn;A; — ning A;)
= T (B-A) — i (8- A)
=0.

Assim

| [n-J,ax Al =0 |

(A componente de A perpendicular a n gira no plano perpendicular, mas o vetor n X A nao
muda como operador; sua dire¢ao é fixa em relagdo a n.) O

c) Rotagao finita de um operador vetorial

Devemos verificar a formula de rotacao finita
exp(i2a-J) A exp(—i2A-J) = A(A-A) — A X (A X A)cosf +h X Asinf. *)

Esta é a transformacgao ativa (conjugacao por U). Expandimos o lado esquerdo como série de
Baker—Campbell-Hausdorff (ou derivada paramétrica, técnica da Sec. 3.4 das notas de aula):

VAU 0) = A+ 7103 AL+ o () e e A) 4

Calculamos os comutadores sucessivos. Pela regra de operador vetorial,
[fl'J,Am] =1ih EmikniAk =1h (fl X A)m.
Ou seja,
n-J,A] =ihn X A. (2)

Aplicando novamente,

[II‘J, (fl X A)m] =1ih Emzknz(fl X A)k
=th(@mX (0 X A))p,.



Mas, pela identidade do triplo produto vetorial, i X (n X A) =n(n-A) — A, logo
-0 x Al =ih(a(0-A) — A). (3)
Uma terceira iteracao da
n-J,n(n-A)— A] ihn X ((n-A) — A)
—ihn X A = [n J Al
pois i X n = 0. A série fecha em trés iterages. Coletando os termos,

UAUT:A+Z§(zhn><A) 21(;?) [ih(A(h-A) — A)]

+3,(Z;) - ihﬁxA]+%(%)4[—m(ﬁ(ﬁ.A)—A)}+---

Agrupando as séries de A, n(n-A) e n X A:

6> 6
coef. de A : 1—5—{—5—"'20080,
6> 9t
coef. de n(n-A) : §—E+--~:1—0059,
93
coef. den X A : —9+§—~--:—sin9.

Assim
UAUT = Acos@ + n(i-A)(1 — cosf) —f X Asin.

Reescrevendo A = n(n-A) —n X (2 X A), obtemos a forma pedida:
UAUT =a(h-A) —f x (i X A)cosf + 1 X Asin.

A Eq. (161.3) das Lecture Notes (rotagdo do vetor de posigao) é o caso especial A = r desta
féormula geral, coerente com as Eqgs. (16.36) e (16.46) de Merzbacher. O

d) Rotacdo de A para B com & = (X +3)/v2
Temos B; = U(0) A; UIJ:(G) com n = (1, 1,0). Usando a férmula (*) do item (c),

S\

B, = ’I’Lz(flA) — (fl X (fl X A))l cosf + (fl X A)Z sin 6.

Calculamos os produtos vetoriais necessarios:

7(142:7 _AZ7 Ay - AJ})7

(Ap+ Ay — Ay, Ay + Ay — Ay, 0) — (0,0, A,)

Agora montamos as componentes de B:



Componente z:

B, =n;(m-A)— (0 X (0 X A))ycosf+ (i X A),sinf
1 A A
= E . E(Agc—kAy) — 7yc089+ Esm@

Componente y:

By = ny(i-A) — (A X (i X A)),cosf+ (A X A),sind
A+ 4, A

z A, .
— —cosf — —siné.

2 2 V2
Componente z:
B,=n.,0-A)— (X (A X A)),cos0+ (n X A),sinf
=0—(—A;)cosfh+ Ay\_@Axsinﬁ

:AZCOSG—FMSiDQ.

V2

Em resumo:

(14 cos6)Ay + 3(1 —cosf) A, + % sinf A,

(1 —cos6)Ay; + 2(1+cos)A, — % sinf A,

= —%sinGAm + %sin&Ay +cosfA,.

By =1

1
By:i
B,

(Para § = 0, B; = A;; para 6 = 7/2, a transformagao troca parcialmente x e y com z, como
esperado de uma rotagao de 90° em torno de n.) O

e) Valor esperado de J,, para estado |jm)

Seja |jm) autovetor de J, (m = —j,...,j). O eixo 2’ forma angulo 6§ com z; sem perda de
generalidade, assumimos a rotagdo no plano zz, ou seja, z’ obtido de z por rota¢ao em torno de

y por 6. Entao
T =Uy(0) J.UJ(0) = J. cosf + J, sin 0

(pela férmula de rotagdo finita (*) com A =J e n =1y). O valor esperado no estado |jm) é
(gm|J|jm) = cosO (jm|J;|jm) +sin@ (jm|Jz|jm) .

Como J, |jm) = mh|jm), o primeiro termo d&d mhcosf. Para o segundo termo, notamos que
Jp = L(J4+J_) eleva e abaixa m: (jm|Jy|jm) =0, (jm|J_|jm) = 0, pois J¢ |jm) o |, m & 1)
e esses autovetores sao ortogonais a [jm). Portanto (jm|Jz|jm) = 0. Concluimos que

’ (ym|J.|jm) = mh cos @ ‘

(Com h =1, o resultado é mcos¥6.) O]

10



