FT 001 — Mecéanica Quéntica I — Lista 5

Solugoes

Questao 01 — Matrizes de Pauli, spinores e rotagées (Merzbacher
16.9-16.19)

(Ex. 16.9, 16.10, 16.11, 16.12 € 16.19, Merzbacher)

Denotamos por o = (0,,0y,0,) 0 vetor cujas componentes sdo as matrizes de Pauli e usamos
as propriedades fundamentais (Merzbacher (16.54)—(16.55))

. . 2
oi0j =0 1+ g EijkOk, [0i,0] = 2i E €ijkOk, o; =1,
k k

além de fi - o ser hermitiano e satisfazer (fi- o) = 1 para 1 real unitario.

a) Autovalores e autospinores de A = 0yl + 0.0

Sejam oy, 01, 02,03 0s coeficientes reais da expansao de uma matriz 2 x 2 genérica
A = ool + 010, + 020y + 030, = o9l +o.-0, o. = (01,09,03).

Para obter os autovalores, calculamos A2 usando (a-o)(b-o) =a-b1l+io-(axb) (identidade
que provaremos no item (c); aqui basta toma-la com a =b = o,):

2

(0.-0)=0621+io- (0. x0.) = |o| 1.

Logo
A% = (0011)2 + 20¢(0. - o) + (00 - 0')2 = (08 + |crc|2)]l + 20¢(0. - 0).

Subtraindo 209A = 2021 + 20¢(0. - ), vem
A% —200A — |o.*1 = 0.

Assim todo autovalor A de A satisfaz A2 — 200\ — |o.|* = 0, donde

’/\i:aoj:\ac\ ‘, ]ac]:\/af—i-a%—i-ag.

Autospinores. Para Ay = 09 £ ||, a equacdo de autovalor Ayr = A\yxy reduz-se a

(Uc : U) X+ = :l:|0'c| X+-

Portanto x4+ sdo os autospinores de n - & com autovalor +1, onde n = o./|o|.



Caso especial 0g = 0 e 0. = n (unitario). Entdo A =1n- o e os autovalores sdo Ay = +1.

Escrevendo
N Ny Ng — 1My
n-o= . )
Ng + 1My —N

a equagao (- o)x+ = x+ da (1 —n.)a = (ny — iny)b, donde b/a = (1 — n,)/(ngy — iny) =
(ngy +iny)/(1 + n.). Normalizando,

1+n,
. 2
X+ (n) - ng + iny
2(1+n.)
Analogamente, (n-o)x_ = —x_ fornece
Ng — 1Ty
. 2(1+n,)
x-(0) =
() T,
2

que sao exatamente as férmulas do enunciado (equiv. com (ng, — iny)/+/1 + n, no numerador
apropriado). O
b) Unitariedade de U = exp[ip(Lcosa +in- osina)

(No PDF o parametro real que multiplica o parénteses — aqui denotado ¢ — ndo aparece na
OCR; a matriz é unitdria para qualquer angulo real ¢, @ e vetor real unitario n.)
O expoente é

ip(Lcosa+in-osina) =i(pcosa)l — (psina)(n- o).
Como 1 e n- o sdo hermitianos e comutam, definimos o operador hermitiano

H=ypcosal —psina(n- o), de modo que U=l

H com H = H' é unitario, pois

Todo operador da forma e
UTUZBIHezHZBIHBZHZGOI]l.

Alternativamente, fatorando, U = ¥ s ¢~ "Psinano nroduto de uma fase (unitéria) por um

operador da forma e =™ (que é unitario porque fi-o é hermitiano). Portanto U é unitéria. [

c) Identidade (6-A)(oc-B)=A-B+io0-(A xB)

Sejam A,B vetores (ou operadores) que comutam com o. Entdo 0;4; = Ajo; e podemos
reordenar livremente:

(0’ . A)(O’ . B) = ZO’ZAAZ Uij = ZUZ'U]‘ AZBJ
4,J 0,J

Usando a relacao de fechamento o;0; = 6;;1 + ig;;,0%,

(O'A)(O'B) :Z5szzB]]l+Zzsz]ko'kAzB] = (AB)]l—I—ZO'(A X B),

1] i,5,k

pOiS (A X B)k = Zi,j EijkAiBj. ]



d) Rotagao do operador-vetor de Pauli: U, RO'U;[2
O operador de rotacao de spin-1/2 (Eq. (16.62)) é

Ur = exp<iz n- o’> .

Como (fi- 0)? = 1, a exponencial fecha numa série de seno/cosseno:

6 6
UR:cos§1—isin§(ﬁ'0'), U;r%:cos§]l+isin§(ﬁ-a').

Calculando a componente 7,

0 0 . 0 0
2= o —}—icosfsini (0,0 - o] + sin® B (n-o)o;(n- o).

URaiU}; = cos 5 5

O comutador vale [0;, i-o'] = 2i ", €;j5n10% = 2i(ixa);, donde o termo do meio é 2sin § cos § (ix
0); =sinf (i x 0);. Para o ultimo termo, usando o;(h- o) = n; 1 +i ), €inp0; € (- 0)? =1,
obtém-se

(n-o)oi(h-0)=2n,(i-0)—0; =n;(h-o)+ [0 x (0 x 0')]1.,
onde usamos a identidade vetorial i X (0 X ) =n(n- o) — 0. Reunindo em forma vetorial:

0 0
UroU] :COSZ§U+Sin9(f1X U)+sin2§[ﬁ(ﬁ-a)+ﬁx (n x 0')].

Substituindo n x (A x ) =n(h- o) — 0o,

5 0

2 5 i)

0 0
URO'U]T% = (cos2 5~ sin §)a+sin9(ﬁ X o) + 2sin

=cosfo +sinf(nxo)+ (1 —cosf)n(n-o)
=n(h-o)—cosfnx (hxo)+sinf (i x o),
que é a formula de Rodrigues para a rotacao do vetor-operador o de um angulo 6 em torno de

n. O

e) Vetor de polarizagiao P, rotagio para (1 0)7 e probabilidade p;

1ot [
B (& COS§ _ a _ * 1
|¢> - ((ZZB sin%) = (b) ) <¢’ (CL 7b )7

o vetor de polarizagao é P; = (¢|o;|1).

Dado o spinor

5 0

0
P, =la|* — |b]* = cos® = —sin 5 = cos 0,

2
% * _ __—iaif Q . Q —if i« Yo o .
P,=a"b+b'a=e " cos2sm2+e e cos2sm2fsmﬁcos(ﬁ a),

Py = —ia*b+ib"a = i(b*a — a*b) = sinfsin(f — ).

Portanto

P= (sin@cosd), sin 6 sin ¢, COSB), o=06—a,

vetor unitario (verifica-se |P| = 1). Fisicamente, [1)) é o estado com spin “para cima” ao longo
de P.



Matriz U que leva |[¢)) em (1 0)T. O spinor com polarizacio P (dngulo polar , azimute ¢)
é, a uma fase global prés, x4+ (P). A rotagio que leva |+), = (1,0)T nesse estado é R,(¢)R,(0);
a inversa (que devolve |[¢) a (1,0)7) ¢

0 X0
Ur = exp ziay exp z§az

(igual ao resultado a menos de uma fase global e(®+#/2)) Explicitamente:

e (€20 6 [ cos§ sinf
AP 192 ) = 0 e-ie/2)r PG ) —sing cosg ’

9 cig/2 in @ e—id/2
C052€ Sln2€ . 1
Ur = ( o o) p —i¢/2> , e Ur|y) = eilat+/2) <O> .
—Sln§€ COS§e

donde

Probabilidade p; de medir polarizagdo n. O estado de spin-1/2 de polarizacdo P tem
matriz densidade p = (1 +P-o); o projetor sobre o estado de polarizagio fi é Il = (1 +a-0).
Assim

1
- — Tr(Ilap) = —
pa = Tr(Ilap) = 4
Usando Tr(1) =2, Tr(o;) =0 e Tr[(n-o)(P-o)]=Trn-Pl+io- (ax P)]=2n-P,

Tr{(1+4a-0)(1+P- o).

(2420-P)=| J(1+P0) |

Pi =

Verificagdo nos casos limite.
o A=P: p=1(1+1) =1 (certeza de encontrar a mesma polarizago).
e n=-P:p= %(1 — 1) = 0 (estado ortogonal, probabilidade nula).

e« i L P:p=31(1+0) =1 (resultado méximo de incerteza, como para uma medida num

2
eixo transversal).

Todos concordam com as expectativas. ]



Questao 02 — Sistema de kdons neutros K’-K° (Merzbacher 16.1)
(P.16.1, Merzbacher)

O espaco de estados é o espaco de spin-1/2 com base propria de o,:

) =K%, |9 =K%, ol ==H).
O operador o, = CP troca particula e antiparticula: o, |+) = |F). O Hamiltoniano efetivo
(ndo-hermitiano) é '
H=M-"1T,
2

com M = MT, ' =TT (positivo-definida) e a simetria fundamental (imposta por CP e inversao
temporal combinados)
o.M = Moy, o' =T0oy,.

a) Auséncia de o, na expansao; autovalores e autostados de H
Expandimos M e I' na base de Pauli (o9 = 1):
M=myl+m-o, I'=vwl+~-o0, mo, m, Yo,y € R.
A condicdo o, M = Mo, da
ox(mol +m-o)o, =mol + m- (0,00,) = mol + myo, — myo, — m;os,

devido a 0,0,0, = 0, 0,040, = —0y, 0,0,0, = —0,. Igualando a M obtemos m, = m, = 0.
Analogamente, o,I' = I'o, forca v, = 7. = 0. Logo

M = mol + mgoy, I' = vl 4 v,0,
e o Hamiltoniano é
7

)
) hO:mO_ifYOa hx:mx_§7x

H = hol + ho,

Note que nenhum termo proporcional a o, (nem o) aparece.

Autovalores e autostados de H. Como H ¢ diagonal na base propria de o,

1
V2

os autovalores sdo simplesmente os coeficientes da expansao:

Oz H:m> ==+ H:x> ) |:l:a:> (H’> + |_>)a

E+ =ho+hy = (m0+mx) _%(70+7z)7 E_=ho—hy = (mO_mm) _%(70_7;10) .

Os autostados correspondentes sdo os autoestados de o,:

1
NG

1

(K" +[K%),  [K2) =]=2) = = (|K%) = |K?)) |

Os autostados sao ortogonais? Sim. Como o, é hermitiano, seus autoestados pertencentes
a autovalores diferentes (+1 e —1) sdo ortogonais: (+|—;) = 0. Portanto (K?|K9) = 0. O



b) Invarianca CP o, M = Mo,, 0,I' = 'oc, — normalidade e autostados
As condigoes CP aqui imposta sdo idénticas as da simetria fundamental do item (a) — a notagao

¢ a mesma. Portanto a expansdo de H continua sendo H = hol + h,0, com o, 0, ausentes.

Normalidade de H. Um operador é normal se comuta com seu adjunto. Como 1 e o, sdo
hermitianos,
H' =hjl + hio,,  [H,H'] = (hoh® — hihy)[1,0,] =0,

ja que [1,0,] =0 e 1 comuta com tudo. Logo H é normal (e, em particular, diagonalizavel por
transformagao unitaria).

Autostados. Os autostados sdo os mesmos do item (a):

1) = SR +1R). KDy = (1K)~ K°)) |

Estes sao também autoestados de CP com autovalores +1 e —1 respectivamente: o, ‘K?> =
+ ’K?> (CP-par) e o \KS> = - ’KS> (CP-impar). 0

c) Probabilidade P(K° — K°;t) partindo de |K°) em ¢t =0

O estado inicial é

9(O0) = |K°) = [+ = —=(1KD) + |K).

A evolugao temporal (o Hamiltoniano néo é hermitiano, mas o, diagonaliza H, logo a evolugao
na base prépria é simplesmente exponencial):

(1)) = e p(0)) = = (€7 D) + e |KY)).

1
7l
Projetando de volta em ‘K0> = %(}Kﬁ + ‘KS>),

(KOp(0) = 5 (7 P+ 4718,

A probabilidade (o Hamiltoniano ndo-hermitiano significa que a norma total ndo é conservada;
a probabilidade de encontrar ainda K° em ¢ é o médulo ao quadrado da amplitude):

PO~ K%)= | (KO[p(0)) [ = e P+ 4 P12

Escrevendo Ey = my — i+ /2 com my = my = my, v+ = Yo £ 7, (notar que y4 > 0 pois I' > 0
implica vy > |7z|),

1
P(K°— K%t) = 1 (ef'”t + et 4 2702 cos((m4 — m_)t)).

Como vg v, = v+ € My — m_ = 2my,

1
P(K°—=K%1t) = 1 (e_wft +e -t 4 2e700 cos(2mxt))

Fisicamente, o termo oscilatério cos(2m,t) reflete a massa-comum Am = 2m, (diferenca de
massa entre KV e KJ); a envoltéria exponencial é governada pelas taxas de decaimento y.. [



