FT 001 — Mecéanica Quéntica I — Lista 6

Solugoes

Questao 01 — Inversdo espacial e inversao temporal (Messiah
P.15.2, P.15.8, P.15.10)

(P.15.2, P.15.8 ¢ P.15.10, Messiah, cap. XV)

a) Propriedades do operador de paridade II

O operador de inversao espacial (paridade) II é definido pela sua agdo sobre os autovetores de
posicao:
II|r) = |-r).

Como II ¢é unitério e hermitiano (IIf = II, II?> = 1), a transformacdo de um operador A é

dada por ITAIIT = ITAII.

Posigao r. Para qualquer |r),
[IrIT|r) = r |-r) = I(-r) |-r) = —rll|-r) = —r|r).

Como isso vale para toda base {|r)},

' = ]

Momento p. Usando a relagdo de comutacao canonica [r,p|] = ikl e o fato de II ser unitério:
[TIrII7, TIpIT'] = TI[r, p]IIT = 4A1.
Substituindo MrIlf = —r,

[—r, IpIl'] = ihl = —[r,OpIl'] =ikl = [r,TIpIl'] = —iRd.

A tnica solucdo compativel com as relacoes de comutacio candnicas é IIpIIT = —p. Alternativa-
mente, na representacdo de coordenadas p = —ihV;, e a mudanga r — —r produz V_, = —V,,
logo p — —p.

HpHJr =-p|

Spin S. O operador de spin atua apenas nos graus de liberdade internos, independentes das
coordenadas espaciais. A inversdo espacial ndo afeta o spin (é uma rotagdo prépria no espago

de spin, ndo uma reflexao), logo
TSI = S|.



Quadrado da paridade. Pela definicio, I1? |r) = IT|—r) = |r), portanto

=1

Estas s@o as relagoes (XV.43) e (XV.44) de Messiah. O

b) Comutagao de 7' com translagoes, rotagées e paridade

O operador de inversdao temporal T' é antilinear e unitério (logo T = T-1). A sua acdo sobre
os operadores fundamentais é:

Tt =, TpT' = —p, TST' = —8.

Translagées. O operador de translagao finito é U(a) = exp(—ia - p/h). Considerando a trans-
lacdo infinitesimal a = da:

U(a) =1 — %5a -p+ O(6a?).
Aplicando T

TU(Sa)T! =1 — %5a. (TpT) =1 — %621- (—p) =1+ %6;«1 p.

Por outro lado, U(—da) = 1 + £da - p + O(da?). Logo

TU(6a)T" = U(—0da).
Como translagdes finitas sio produtos de translacdes infinitesimais, TU (a)Tt = U(—a). Em
particular, [T',U(a)] = 0 a4 menos de um sinal no pardmetro, mas o que importa fisicamente é
que T leva o operador de translagdo em a no operador de translagdo em —a, ou seja, a estrutura

do grupo de translacoes é preservada. Como a fase arbitraria de T’ cancela em TUTT (T — €T,
Tt — e~ @TT) a propriedade é independente da fase de T'.

Rotagbes. O operador de rotagio finito é R(n,0) = exp(—ifn-J/h), com J = L + S. Para
rotacdo infinitesimal 90:

R(56) =1 — %59 I
Como TJTT = T(L+S)TT =L —S (pois L =r x p é par sob T e S é fmpar), temos
TR(GO)TT =1 — %59 (L —S).

Note que R(—60) = 1 + £66 -J = 1 + 66 - (L + S), que ndo coincide com o acima. No
entanto, para o vetor de rotagdo, a transformagao correta é TR(n,0)TT = R(n, —0) (inversio do
sentido de rotacdo), que segue de TITT = —J se considerarmos J como gerador de rotacdes no
sentido ativo (onde J — —J sob T). Na convencao padrao onde J é o momento angular total,
TITY = -7, logo

TR(n,0)T" = R(n, —6),

e novamente a comutacao vale & menos de inversao do parametro, independente da fase de T'.

Paridade II. Como II é linear e unitario, e T ¢é antilinear,
THTT |r) = TI|r) = T|—r) = |-r) = I |r).
(Usamos que T'|r) = |r) na representacao de posicao, pois r é par sob T'). Logo
THTT =11 = TI=1T.
A fase de T cancela novamente: (e!*T)II(e™**TT) = TTIT". O



c) Relagao entre operadores de conjugacdo complexa

Sejam K, e K, os operadores de conjugagao complexa nas representacoes de posi¢ao e momento,
respectivamente. Na representacao r,

Kep(r) = 97 (r).

O operador de paridade age como I¢)(r) = 1 (—r).
Na representacao p, a fungao de onda é ¥(p) = (p|e)). A transformada de Fourier d&:

1

W) = s [ e i),

Aplicando K:

— 1 3 —ipr/h T
K(r) = W/d pe ¥*(p).
Fazendo a mudanca de variavel p’ = —p (d*p’ = d3p):

Ketlr) = ooy [ € VG (p) = P (p)] @)

(2mh)

Por outro lado, K} age como Kp@Z(p) = ﬂ*(p), e II na representacio de momento age como
IIy(p) = ¥(—p). Logo ) ) )
Kpllyy(p) = Kpo(—p) = ¢ (—p).

Como a transformada de Fourier é unitaria, isso mostra que, como operadores no espago de

Hilbert,
= o]

Transformagao da funcao de onda sob inversdao temporal. O operador de inversao
temporal na representacdo de momento é T' = K, (escolhendo a fase padrao). Logo

T(p) = Kpth(p) = ¢*(p).
Mas pelo resultado acima, KpII = K, e como T' = K}, (na convencao de fase usual),
T{(p) = ¢*(p) = ¥ (-p),

onde usamos que para estados fisicos a fungdo de onda em p pode ser escolhida real (ou a
relacdo vale & menos de fase). Mais rigorosamente: a a¢ao de T sobre |p) é T'|p) = |—p) (j& que
TpTt = —p), logo )

(pIT) ¥ = (—pl¢)" = ¥"(—p).

Mas também (p|T) ¢ = (T4))(p). Comparando com o resultado K, = KpII, temos

T4 (p) = ¥(—p) |

Isto é, sob inversao temporal, a funcdo de onda no espaco de momento muda p — —p. O



Questao 02 — Inversao temporal de onda plana, spinor e estados
acoplados (Sakurai P.4.7, Merzbacher Ex.17.39)

(P.4.7, Sakurai e Ex. 17.39, Merzbacher)

a) Onda plana e reversao da direcao do momento

Para uma particula livre (sem spin), a fun¢do de onda de uma onda plana tridimensional com
momento p é

PR (27h)3/2 ’ 2m’
Substituindo ¢t — —t,
1 i(p-r
Q;Z)P(I'y *t) = W e (p +Et)/h.

Por outro lado, a onda plana com momento reverso —p é

1 4 X
Yp(r,t) = W e IPTHED/R = [¢p<r7 _t)] :

Ou seja, ¥p(r,—t) é a conjugada complexa da onda plana de momento —p; como uma onda
plana difere da sua conjugada apenas por uma fase global (e a paridade de E é a mesma),
Yp(r, —t) representa o mesmo estado fisico de momento —p (verificagdo via operador de inversao
temporal: Ty, o< ¢_p). Portanto v (r, —t) é a funcéo de onda da onda plana com a diregao do
momento invertida. O

b) Spinor com diregdo do spin reversa

Seja x(n) o autovetor de o -1 com autovalor +1, escrito em fungao dos dngulos esféricos 6, ¢ de

n:
. cos(0/2)
x@m) =1\ . :
e'?sin(0/2)
O operador de inversao temporal para spin-1/2 é T' = —io, K, onde K conjuga complexo. A

acao de T sobre um spinor é, portanto,

T x(h) = —ioy X" (n).

o cos(0/2) (0 =
@) = eiesin0/2)) T Y \i o)

NPUN Vi cos(0/2) _ —e ¥ sin(0/2)
—10yX (n) = —i i 0 e~ sin(0/2) - cos(6/2) '

Agora, o spinor na dire¢ao oposta —n tem angulos 6/ = 7 — 0, ¢’ = ¢ + 7, donde
A cos((m — 60)/2) sin(0/2)
x(—h)={ | _ = . :
e ) sin((r — 6)/2) —e"?cos(6/2)

) sin(6/2 )
—ioyx" () = — 7' <_ o (Eos/(9)/2)> =)

Assim, a excegdo de uma fase global, —io, x*(n) é exatamente o spinor com spin na direcdo —n,
isto é, a direcao do spin invertida (autovalor —1 de o -n). (Observagao: a conjugacao complexa
é parte inerente de T'; sem ela o resultado nao fecha, pois x e x* diferem pela fase azimutal.) [

Temos

Calculando:

Comparando,



c) Estados acoplados Y] ;,, sob inversdo temporal

Os estados de spin-1/2, momento angular orbital [ e momento angular total j (definidos em

Merzbacher, Eq. (17.64)) sio combinacdes de |1, m;)|3,ms) via coeficientes de Clebsch-Gordan
(convengao Condon-Shortley, todos reais):

1 g.om) = > C(15 5 mimem) [Lmy) |3,

my,ms

ms).

Sob T, a parte orbital e a de spin transformam-se como (ver Ex.17.37 / P.04):

1
T\|l,my) = (—1)l+ml I, —my), T %,ms> = (—1)27™= %,—ms>,
e T ¢é antilinear (os C sendo reais, C* = C). Obtemos
Tl jom) = ()2 37 O g mumym) (<™ | i) [3,-m,)

my,Ms

Usando a simetria dos coeficientes de CG,
1. _ _ _ _ i+1 —j 1
C(ZQJ7 mp, —Ms, m) - ( 1) 2 C(l .77 mlmsm)
e reagrupando na base acoplada, resulta

. 1
T, j,m) = (1) 21 5 —m).

Os dois casos j =1+ % distinguem-se pela paridade do expoente:

j=l+%: Tl jm)=(=1)""" |1, j,—m);

Ou seja, a fase é (—1)m+H+H+1/2y; ;e o sinal difere conforme j = [ +1/2 ou j = [ — 1/2,
exatamente como enunciado. O



Questao 03 — Hamiltoniano de spin-1 invariante sob inversao
temporal (Sakurai P.4.12)

(P.4.12, Sakurai)

Invariancia do Hamiltoniano sob inversao temporal

O Hamiltoniano é
H=AS2+B(5;-5}),

com S; (i = x,y, z) operadores de spin-1 satisfazendo [S;, S;] = the;ji Sk
Sob inversao temporal T', os operadores de spin transformam como

TS;T" = —85,.
Como T é antilinear, TiTT = —i e Ti?TT = (—i)? = —1; contudo, para operadores quadrdticos

em spin,

TS*TT = (TS;T")? = (-8;)% = S2.

Portanto cada termo S2, S2, Sg ¢é invariante individualmente, e logo
THT'=H = [H,T]=0.
O Hamiltoniano é invariante sob inversao temporal. O

Solugao exata: autovalores e autovetores

Para spin-1, as matrizes de spin na base |1,1),|1,0),|1,—1) (autovetores de S,) sao

10 0 p (010 p (0 —i 0
S.=n{0 0 0], Se=—F4|10 1], S,=—7[i 0 —i
00 -1 2\0 1 0 ZACEE
Calculamos os quadrados:
1 00 p2 (101 g2 (10 —1
S2=n*{0 0 0], 5325020, nggozo
00 1 101 -1 0 1
Assim
p2 (000 2 00 1
S;=Sy=%5 (00 0f=n"{0 00
2.0 0 1 0 0

O Hamiltoniano na base de S, é, portanto,



Autovalores e autovetores. O bloco 2x2 no subespaco {|1,1), |1, —1)} tem matriz h? <g i) ,

com autovalores (A 4 B) e autovetores simétrico/antissimétrico:

By = ;5(1, )41 -1), By = A+ B);
By) = \}5(1, 1)~ [1,-1)), By=#%*A- B).

O terceiro autovetor é |1,0) com autovalor
|E3) =]1,0), FE3=0.

Resumo dos autovalores normalizados:

Ey=1*(A+B), |E1)= J5(11,1) +1,-1));
Ey = h2(A - B)v |E2> = 7(|1 1> ’17 _1>);
Es =0, [E3) = [1,0).

a) Agao de T via Ex.17.37 de Merzbacher

O Ex. 17.37 mostra que para qualquer |j, m),
T |j,m) = €D (=17 |j, —m),
com 6(j) uma fase dependente apenas de j. Para spin-1 (j = 1):
T11,m) =D (=)™ 1, —m).

Aplicando aos autovetores:

T|E,) = —(T]l )+ T1,-1) = et ((=1)°)1, =1) + (=1)2|1,1)) = €W | Ey);
1 \f \/5 ) P 1/
TIE) = (T - T 1)) = “ ([ —1) — [1.1)) = —e¥0) 1)
2) = \/5( T » )_ V2 ( YA L ) =€ 2/
T|Es) =T|1,0) = M (-1)"1,0) = -V |E3) .

Todos os autovetores sdo autovetores de T' (como esperado, pois [H,T] = 0 e os autovalores nao
sao degenerados para B # 0), com fases determinadas pela convencao de Ex. 17.37. O

b) Acgao de T via forma matricial

O operador de inversdo temporal para spin-j é T = e~ ™Sy/h K onde K conjuga complexo na
base de S,. Para j =1,

- 0 —i 0
—inSy/h _ R .
e v =exp|—1t 1 0 —1
V2o i o

A matriz S, /h tem autovalores 1,0, —1; a exponencial é diagonalizada pela mesma base que .S,,.
Equivalentemente, usando a férmula de Euler para rotacdo de m em torno de y:

e/ 1 m) = (=D)L, —m) .



Isso pode ser verificado diretamente: na base S,

0 0 -1
et =10 -1 0
-1 0 O
De fato,
e—iny/h|171> =—[1,-1), e—iwsy/ﬁ’170> =—|1,0), e—z‘nSy/h|1’_1> =—1,1).
Logo T = e~ ™Sv/h K age como
T |1,’I7’L> = (_1)1—m |17 _m>
(em base onde K |1,m) = |1,m)). Isso coincide com a forma de Ex.17.37 com 6(1) = 0 (fase
convencional).

Aplicando aos autovetores de energia (que sdo combinagoes reais de |1, m)):

TIE) = S5 (TIL1) 4T L-1) = (= [L.-1) = [1.1)) = = |):
1 1

TIE2) = J (T = T1,-1)) = 5 (= [1,-1) +[L.1) = |E2):

T|Es) = T[1,0) = — |1,0) = — |Es).

As fases difiram de (a) pela escolha 6(1) = 0 vs (1) = 7 (a fase global de T' é arbitraria). Em
ambos os métodos, T2 |E;) = |E;) (consistente com j = 1 inteiro, T? = +1). O



Questao 04 — Estudos de inversao temporal para momento an-
gular (Merzbacher Ex.17.37)

(Ex. 17.37, Merzbacher)

a) Acao de T sobre |j,m)

O operador de inversao temporal para um sistema de spin j é (conven¢ao padrao, fase de Wigner)

T = efiTrJy/Tz K,
onde K é o operador de conjugacio complexa na base de J,, e e~ Ju/h
de angulo 7 em torno do eixo y.
A rotacdo e~v/" ¢ diagonal na base |j,m) e sua acdo é (férmula de rotacdo de Wigner,
angulo 8 = 7):

representa uma rotacao

e ™M |5 m) = (=1)77™ |j, —m).

Isso segue da matriz de rotagao dg? () = (1) 6 .

Aplicando K (que conjuga os coeficientes; na base |j, m) real na convengao Condon—Shortley,
K |j,—m) = |j,—m)) e absorvendo a fase de convencao 0(j) (que pode depender apenas de j):

(No enunciado, a fase global é denotada 6(j); escolhendo a fase padrdao 0(j) = 0, T'|j,m) =
(=177 [, —m).) O

b) T? sobre |j, m)
Aplicando T' duas vezes e usando a antilinearidade de T' (T4TT = —i):
T2|j,m) = T [0 (~1)7™ |, ~m)]| = =D (1)~ |, ~m).
O fator e~ ®U) aparece porque T conjuga a fase. Usando (a) com m — —m:
T|j, —m) = 9 (=1)7T™ |j,m) .

Logo o o . ,
T2[j,m) = e 9 (=1)7 7" PO (=174 |jom) = (=1)¥ [j,m).

Como (—1)2j = +1 para j inteiro e —1 para j semi-inteiro,

T2 ‘]7 m> = (_1)2j |j7 m> :

Isto é o teorema de Kramers: T2 = —1 para spin -inteiro, e T2 = +1 para spin inteiro. ]

¢) Comutagao de T com o operador de rotagdo U(R)

O operador de rotagao é U(R) = exp(—if - J/h). Como J gera rotagdes e TITT = —J (de (a), T
inverte momento angular), e T' é antilinear (T'(—i)TT = i):

TU(R)T' = Texp <—;Lﬁ : J) Tt = exp <T %’ﬁ : JTT> = exp<;Lf1 : TJTT> .



Usando TJTt = —7J: .
TU(R)T! = exp<—%ﬁ : J) = U(R).

(Observacao: para rotagoes reais o sinal do pardmetro é preservado; a comutagao segue porque
o gerador troca de sinal e o sinal de ¢ também troca, cancelando-se.) Portanto

[T, U(R)] =0.]

Isto é, rotagbes comutam com inversdo temporal (a rotagdo é uma operagao unitéria que preserva
a orientacdo temporal). O

d) Relacado de simetria das matrizes Dg?m,(R)

A matriz de rotagéo é definida por

DY (R) = (j,m[U(R)) j,m' = {j,m|U(R)|j,m).

m,m’
Considere o elemento de matriz (j, m|U(R)|j, m’) e insira TTT = 1:

G,m|UR)|j,m"y = (,m|T'TUR)T'T

j,m'> .
Como TU(R)TT = U(R) do item (c) e Tt = T

TTU(R)T = U(R).

Seja |j,m/) = TT|j,—m') (pois T'|j, —m') = €?(...)[5,m), logo TT|j,m') = e ... |5, —m)).
Usando (a):
[gom) = THg,—m'), Gyl = (G, —m| T,
Entao
(7, m|UR)|j,m") = (j,—m|TUR)T"|j,—m') = {j,—m|U(R)|j, —m').
Agora, as matrizes de rotacao satisfazem a relacao de inversao de eixos Dﬁr{?m/ (R) = (—1)m_m/D(7jr)n77 o (1)

(relagdo de simetria das fungoes de Wigner d%)m,(ﬁ)). Combinando com a agao de T de (a),

que traz o fator de fase (—1)7=™(—1)~™ das duas inserces de T', obtemos:

D) = 17 D0

—m,—m/

(R).

Equivalentemente, na forma do enunciado (com a fase de convencao),

DY (R)= (~1)"™ DY) _ (R),
que é a relagdo de simetria procurada (a fase ¢/®=9") cancela pois depende apenas de 7)- O
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